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H('m(ii(jues   cl  ordre   analytKjiie   sur    une    nouvelle  J'urine 
des   écjUdthins   de  la    DYnaniUjue ; 

Par  m.   Pau.  APPELL. 


I.  Comme  nous  Tavons  montre  dans  un  Mémoire  inséré  clans  K- 
premier  fascicule  de  Tannée  1900  de  ce  Recueil,  un  système  matériel 
est  caractérisé  par  la  fonction 

où  J  désigne  raccéléralion  du  point  de  masse  m  :  en  appelant  y,, 
q.,,  . .  .,  ^„  les  paramètres  dont  les  variations  virtuelles  sont  arbitraires, 
cette  fonction  S  est  une  fonction  du  second  degré  de  q],  q"^,  ...,  q], 
que  Ton  peut  supposer  réduite  aux  seuls  termes  en  q ,,q.,^  ...,g„:les  coef- 
licients  de  cette  fonction  peuvent  dépendrcde  q,,  q^,  .  . .,  ^r,,  et  d'autres 
paramètres  dont  les  variations  virtuelles  sont  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  données  des  variations  de  y,,  q.,,  . . .,  q„.  Pour  un  déplace- 
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iiiciil  virtuel  arhilraij'c   iiiijn'ini(''  au  syslènio,  la  sommo  des    Iravaiix 
(les  forces  appliquées  est 

Q,oq,  -h  QoOy.j  +...-:-  (J„oy„. 

Dès  lois  les  é([ualions  du  niouveuieul  séeiivent 

iM.  de  Saint-Germain  a  proposé  (Comptes  rrndiis,  l.  CWX, 
p.  II 74;  1900)  d'appeler  cette  fonction  S  V énergie  d'accélération, 
par  analogie  avec  le  nom  à^ énergie  cinétique  ou  énergie  de  tutesse 
donnée  à  la  demi-force  vive  T. 

Nous  nous  proposons  aciuellement  de  montrer  que  la  fonction  S  ne 
peut  pas  être  choisie  arbitrairement  en  fonction  des  paramètres  sous 
les  seules  conditions  du  degré  en  y",,  q".,,  . . .,  q\^  et  q\,q'.,,  .. .,  q\^.  La 
fonction  S  étant  supposée  connue,  nous  montrerons  comment  on  peut 
en  déduire  les  termes  correctifs  dans  les  équations  de  Lagrange;  enfin 
nous  donnerons  quelques  indications  sur  l'application  des  méthodes 
de  transformation  aux  problèmes  de  dynamique  auxquels  les  équa- 
tions de  Lagrange  ne  s'appliquent  pas. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier,  que  les  liaisons  ne  dépendent 
pas  du  temps  et  que  les   coefficients  de   S   ne  contiennent   que  «7,, 

2.   D'après  l'expression  de  S  donnée  dans  le  précédent  Mémoire 
cette  fonction  est  de  la  forme  suivante  : 

(i)       S  =  o{q\ ,  9;, . . .,  yi)  4-  '1,  </';  +  '];oç;  + . . .  -H  'i,,*?;, 

où  ç  est  une  forme  quadratique  des  q" 
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dont  les  coefficients  a^  sont  supposés  dépentlie  uniquenieiU  do  y,, 
'/il  •  •  •?  ^n?  L't  où  '.p,,  '^^,,  ....  '];„  sont  des  formes  quadratiques  en  q\, 
yl,  •  •  -,  q'n  dont  les  coefficients  dépendent  aussi  de  qt.qi,  .. .,  q„. 
La  demi-force  vive  du  système 

est  une  forme  quadratique  de  y',,  y',,  .. .,  y),  dont  les  coefiicients  sont 
les  mêmes  que  ceux  de  la  forme  o,  de  sorte  que 

ce  fait  résulte  du  calcul  même  des  deux  fonctions  S  et  T.  Pour  siiu- 
plifier  récriture,  nous  ferons 

?(?'.>  ?2.  ••-'7,',)  =  ?,; 
alors 

.  ,x  j    s  -  9,  +  ■!,  q\  +  •l.y:^  +  . .  .  +  ■|„y„, 


5.  Conditions  nécessaires  que  doit  remplir  S.  —  Comme  il  est  facile 
de  le  vérifier  et  comme  nous  l'avons  montré  à  la  fin  du  précédent  Mé- 
moire, on  a  identiquement 

Voyons  ce  que  donne  cette  identité  d'après  les  formes  (  \  )  de  S  et  T  : 
elle  devient 

y ,  -p^  -f-  y.,  y4  -I-  .  - .  +  f/„  -7^ 

I       +'!.?'.  + '12  71.+- ••  +  '!„  ?;, 

^^^  i  "  (J»,    ,      "  do,  „  à'?, 

I  (^'/i  à>/.,  ^"  dq„ 


8  p.     APPEI.I.. 

Ici  le  deuxième  membre  estrcxprcssion  développée  do  -r-,  lelliMjuCili' 

résulte  de  ce  fait  que  T  dépend  de  /par  lintermédiaire  de  ^,,7],,  ■  ■  -,  </„, 
y,,  ^2,  ...,q„.  Or  la  première  ligne  du  premier  membre  de  (ù)  esl 
identique  à  la  première  ligne  du  second,  d'après  une  propriété  élé- 
mentaire des  formes  quadratiques.  Lidenlilé  (G)  se  réduit  donc  à 

(7)      •|.'7.  +  V2'7.  + •-•  +  ■!„?„  =  ^^y,-+-  ,j^'/2  +  ---+  -j-f/j,r 

Celte  relation  doit  a\oir  lieu  quels  que  soient  ^n  ^j?  •  •  •;  y,,?  ^,» 
(7!,,  ....  </„.  Elle  établit  donc  des  relations  nécessaires  entre  les  coeffi- 
cients des  formes  ']>, ,  '^o, . . . ,  ■]/„  et  les  coefficients  a,-y  de  o, .  Pour  abré- 
ger l'écriture,  nous  désignerons  par  une  seule  lettre  les  deux  membres 
de  ridentité  (-),  en  posant 

cette  fonction  E  est  une  forme  cubique  en  q\^  q\,  ....  q\^. 

4.  Termes  correctif  s  dans  les  équations  de  Lagrange.  —  L'iden- 
tité (7)  étant  supposée  remplie,  cherchons  une  expression  de  la  diffé- 
rence 

Comme  nous  avon^  posé  T  :=  o, ,  on  a 

dl  \àq\  )  -  dq\  ^  *?'   "^  dq\  dq\  9 2  +  •  ■  ■  ^  WTWn  ^" 

car^  OM^-^  dépend  de  /  par  Tintermédiaire  de  q^,  q.,,  ...,«7„,  7,, 
q,,...,q.,. 

En  explicilanl  la  première  ligne  et  tenant  compte  de  Fexpression 
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(11'  il.  Oïl  [K'Ul  cfiirc 

</  /  ()T\  ..  ..  '■  X         dV-.         <i<6, 

7-/(,i^)  =  "-^<""V'  +  '''='/^-^ •••  +  '''"'?"> "^57;  ^tr: 

D'aiilrc  pari 

i^  —  ^ll 

"'/i 
La  (lill'ércncc  (_(>)  appcIreA,  dcvieiU  donc,  après  réduction, 


A         ''^ 


(  )ii  a  de  iiiciiic  on  posant 


»    _  ^  /  dT  \        ÔT         d% 


dt\dq'J  dqr,.  ()q\' 

(  leci  posé,  les  écpialions  du  mouveincnl  sonl 


H-.-'i' 


On  peut  donc  les  écrire 


.     .  d  f  dT\         dT        ^         .  .  , 

(")  dtWJ^W.'^^^^^^         {ce  =  ,, ->,...,,>), 

où  le  terme  A^  a  pour  expression  la  quantité  (lo).  Ces  (pianlités  A,, 
forment  ce  qu'on  peut  appeler  les  termes  correci ifs  dans  les  équations 
de  Lagrange.  On  voit  que  les  équations  de  Lagrange  pourront  s'appli- 
quer au  système,  si  ces  termes  A^  sont  tous  identiquement  nuls.  Ce 
l'ait  se  produit  quand  le  système  considéré  est  assujetti  à  des  liaisons 
pouvant  toutes  être  exprimées  sous  forme  finie  et  que  les  paramètres 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  lomc  VII.  —  Fasc.  I,  1901.  2 
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SOllL  (le  M'rilillilrs  cooiclolllircs    :   d'apn'S    llrilz   li'  s\  ^ti'llir  i>t   ;il<ilSilil 

Itoloilùllir. 

Si  le  sNsIrinc  iiesL  pas  liDioïK'tiiic,  le  iikhim'hu'iiI  du  --n-Iciiii'  i>|  Ii- 
iiirtiie  (jiK;  cl'IuI  d'un  systèmi;  IioIoik'hih'  adiiiiilaiil  iiiriiic  lni(<'  \i\<'  :>.  I 
([iK^  11'  jiremici'  cl  sollirité  ]tar  les  fdrci's 

(J,+A,,      <,>,-hA, <.>«  +  \- 

T.c  l'ail  (luiiii  sNslciiic  non  IioIoikmih'  cl  un  syslciiic  linloiirHiic 
pcuvciil  a\()ii-  idcnliqucnicnl  le  même  '1"  se  trouve  di'iiiDiiiii'  >\\v  un 
exemple  simple  (pie  nous  avons  donné  dans  le  Juuititil  fur  ilic  lu-iiir 
mal  aii'^fsvaudtç  MdUii'inalik,  bcgriiiuli-t  voiiC rrllr.  i.  122.  p. -20"). 

ô.  Equations  lies  fuiccs  ri\  es  :  I  èri  /icatiuii.  —  Les  liaisons  c'iaiil 
indépendanles  du  lem|)s,  Féipialion  des  t'oiees  \i\es  esl 

Pour  dt'duiic  eelle  i''(pialion  di-s  i'(|ualiiins  (  i  1  )  il  l'aiil  mullipliei' 
la  [iiemici'e  de  ces  ('•([ualions  pin-yj,  la  deuvicmc  |iaiy..  cir'..  la  der- 
nière par  y,,  el  ajouter. 

On  ol)  lient  alors  léipialion  (12),  parce  cpiOn  ii  idcnliipicnicnl 

(i3  )  A,  y,  -f- A,y^  +  ...  +  A„y',,  =  o. 

Vax  ell'el,  d "a près  1(\'^  e\|)r('ssious  (10)  t\^->-  i|uaiilili''s  \^  cl  la  dcliiulinii 
de  I'.  I  l'ipialion  (S  )],  on  a 

A,y,+A,y,+  ...  +  i„y„=y,-,^^-  -t- . . .  +  y„  ^-^  -    )!•.: 

mais   !•]  èlanl  homogène  li    du   Iroisièmc  de^rc   en    'j\.'l'. </„■   le 

deuxième    membre    esl    nul    idcnlKpicnienl,   d  après   !<■   ih/'orènn'   îles 
loneliDUs  liomoL;ènes. 

(ï.  Applicalion  des  nu'lhodrs  dr  traiisforinotion .  —  Terminons 
par  riiidioation  d'un  problème  (jui  se  pose  nalurellemenl.  Si  les  eom- 
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pusaiilcs  (1rs  forces  (),,  Oo,  ....  ()^^  tlrpemloiil  uiinjuciiiciil  tic  y,, 
y^,  ....  y,^  cl  iinii  des  vitesses,  les  seconds  inenibres  des  crjiialions  tlu 
iiiouNCMieiil  (11)  peuvent  contenir  néanmoins  les  vitesses,  dans  les 
termes  A,,,  (|iiand  le  système  nesl  pas  liolonùme  :  ces  termes  sont  du 
second  di'i;i('-  eu  y,,  y' ,  y  . 

l')'iil-on  faire  (lisparailn'  hs  trrnics  il<-  ri'lli-  imlin-i-  <-ii  fdi.sdiil 
II//  ilu/i/^cmi'i/l  de  /Htria}/]i's  poiiai/l  s///-  les  pairn/ii-l/'i-s  rt  le 
tci/ips'.' 

Ou  pouiiail.  eu  pailiculiei'.  essayer  nne  Iransloinialinu  de  la 
iViriue 

1    /V=/a(  y, v-/,,  •••,?„)  (a  =  I,  2,  ..../<), 

où  /\  cl  A  sont  des  fondions  de  y,,  y.,  . . .,  y,^,  p,j  les  nouveaux  para- 
mètres el  /,  le  nouveau  lemps.  D'après  un  calcul  que  nous  avons  fait 
dans  un  article  :  Si/f  des  tiansfof///atioi/s  de  n/oiisc/z/n/t  (.f<j//iiial 
/11'  f'i-clh-,  I.  110.  p.  37),  les  équations  du  mouvement  (i  i)  prendront 
la  formi' 

('  '0  wi'^)  -  1^  =  *.+  fn.'  (Q,  +  A,') 

I  =  I 

où  $0,  est  une  forme  quadrati(pie  de  y',,  y',,  ...,  y^,,  el  où  les  11^"  dé- 
pendent uniquement  de  y,,  q.,,  . . .,  y,,.  Un  fera  dès  lors  (lis[iarailre  les 
dérivées  dans  les  seconds  membres,  si  l'on  peut  particulariseï-  la  trans- 
formation de  telle  façon  que  l'on  ait  identiquemcTil 


(i())  <I>^-l-^Iî^'A,=  o  (a  =  7,2, 


n,. 


Ces  conditions,  dont  les  premiers  membres  sont  des  formes  quadra- 
tiques de  y, ,  yl,  . . . ,  q'„,  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  ces  dérivées, 


12     r.   Ari'Ki.i..  —  sun  lnk   nouvei.lk   koiime   hks   équations,    etc. 
nii    aura,   en   ('yalaiil   à    zito    les  cootïicii'iils  des    diverses    puissances 
de  7, î  y.)  •  •  ••  7^,7   ""    iHiiiilice    plus   i;iaiid   d  l'ipiallons  déliiiissaiil   les 

fondions /, ./., /"„  e|  a.  (les  r-ijnalioiis  >ei(>nl  en  i;i>ii('M-al  liopiioiii- 

brcuses,  el  !<■  piol)lèiiie  ne  pomra  èlce  ii'sdln  ipie  p<nir  des  s\sl(''iiies 
pai'liciiliei's. 
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Sur  de  iioin'cllcs  (i/ialogics  cuire  la  théorie  des groiijxs  de  siihsli- 
tiitio/i.s  et  celle  des  groupes  finis  contiuiis  de  trunsfontiulioiis 
de  Lie  ; 

Par    m.    Ei.m..xd    iMAILLEI', 

Ingénieur  (II-^   l'onls  ci  Cliaiis^c'rs 
licpctitcui-    à    riicile    roljtcclinu|(K'. 


Introduction. 

De  iioiiil)i'cMis(^s  aiiiiloj^ics  oui  déjà  riv  roiislalV'cs  ctilrc  la  tliroii*' 
dos  groupes  de  subsliliilious  et  celle  dos  groii|>cs  linis,  oorilimis,  de 
transfornialions  do  Lie,  soit  au  poiiil  de  vued(!  la  lliéorie  |)iiic,  soii  au 
point  de  vue  des  applications. 

Dans  beaucoup  de  cas,  on  est  arrivé  à  pouvoir  donner  aux  lliéo- 
rcmes  un  énoncé  identique,  ou  qu'on  pourrait  rendre  tel.  Sans  iioiis 
appesantir  là-dessus,  il  nous  suflira  de  nMivov<'r  au  Titi/tr  des  sidhsli- 
liitionsàQ  MM.  Jordan  et  \otto,  à  la  Théorie  der  TraiisforiiKilions- 
gruppeii  de  Lie  (t.  1  et  III),  et  au  Tialté  d'  lindyse  (i.  ||I)  de 
M.  Picard.  De  pareilles  analogies  sont  évidemment  très  iuqioitanlos  : 
elles  facilitent  rétudo  et  le  perfectionnement  simultanés  des  deux 
tliéories  et  peuvent  faire  penser  qu'il  y  a  d'autres  points  de  ressem- 
blance entre  elles.  Enlin,  comme  elles  se  présentent  parfois  éi'aleincnt 
avec  la  tliéofie  des  grou[)es  discontinus,  elles  fout  espérer  (  (pi"<'u 
excuse  cette  hypothèse  peut-éire  un  peu  prématurc-e  ci  liim  lundi,.) 
qu'on  pouri'a  établir  un  join-,  à  la  base  do  ces  diverses  [larlies  di->i  Ma- 
ihématiquos,  assez  d'idées  communes  pouripTun  <'\|«)sé  géruMal  com- 
niun  en  soit  possible  ('). 

(')   Comparez  Drai;ii,  Thèse  de  Doclorat.  Gaiilliiei-Villars,  1S98. 


I  'l  Et).     MAII.LKT. 

("/(■si  à  co  poinl  (II-  \  III'  i|iii"  nous  nous  soimiics  jilact''  dans  la  icdac- 
lioii  du  Mi''inoiri'  (|iii  siiil ,  coiiiposi'' di'  Irois  .Noies,  et  cVsl,  croyons- 
noiis.  niic  di's  [triucijiali's  laisons  i|ni  [x'uvenl  le  rendre  intêressanl 
(  peiil-èlre  même  iniporlanl). 

Dans  une  nreinière  \r)ie.  .S'y//-  di's  siiilcs  ii-niarfjiiablcs  (!<•  soiis- 
i;rn//ni-s  iT UN  i^i'DUfu-  (le  -sithsl i IiiIkjiis ,  nous  (''lal)lissons,  en  nons 
l)asant  sur  des  propriélés  des  groupes  éehani;eal)les  et  des  sons-gronpes 
f'aclenrs  dnn  groupe,  élahlies  par  nous  antérieurement,  et  nous  inspi- 
rant d'idées  de  M.  Jordan  (  '  ).  des  ])ropriétés  de  suites  de  groupes  qui 
sont  une  extension  des  suites  de  eoiuposilion  de  Galois  et  de  M.  Jor- 
dan. Nous  élal)lissons  en  particulier  (pie,  dans  Télnde  de  certains 
groupes,  peuvent  se  présenter  des  suites  de  nombres  remarquables  (pii 
présentent  une  projiriété  d'invariance.  Ces  propriétés  s'étendent  de 
suite  aux  groupes  de  transformations  de  Lie. 

Dans  une  deuxième  Note,  Siti-  la  décomposition  des  groupes  finis 
roiitinus  de  li-ansformalioiis  de  Lie,  nous  étudions  les  groupes  de 
transformations  échangeables.  Nons  établissons  des  critériums  permet- 
tant de  reconnaître  si  deux  groupes  sont  échangeables.  Nous  montrons, 
ce  que  nous  n'avons  pu  étahlir  poui-  les  groupes  de  substitutions,  et  ce 
(]nine  serait  peut-être  pas  vrai  pour  tous  ces  groupes,  que  les  groupes 
de  Lie  à  plus  d'un  paramètre  sont  toujours  déconqjosables  en  un  produit 
de  deux  sous-groupes.  C'est,  croyons-nous,  le  résultai  le  plus 
iniporlanl  (-  ). 

lùilin,  nous  nous  occupons  des  sous-groupes  échangeaides  d  un 
grou[)e  transitif  en  montrant  le  lien  de  ces  recherches  avec  la  Géomé- 
liif  et  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  une  troisième  Note,  nous  revenons  sur  des  définitions  de  F^ie 
relatives  à  la  Iransitivité  des  groupes  en  les  précisant  ou  les  complétant, 
de  façon  à  pouvoir  introduire  de  nouveaux  énoncés  sendjlables  à  ceux 
de  la  ll]i''oiie  des  substitutions  pour  les  groupes  plusieurs  fois  tran- 
sitifs, cl  nous  nous  occupons  de  la  classe  des  groupes  transitifs. 
Nous   montrons,   par  exenqile,    qui'   le    groupe   dérivé    d'un   groupe 


{')   TraiU'  des  suhslitutions,  p.  3^. 

('-)   Noms  l'a\oiis  annoncé  clans  noire  .\olc  du  Huit,  de  la  Soc.  iiutlli..  l.  WN'lll; 
lyoo. 
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l'L'^ulicr  {ciiifitch  Iransitiv  )  simple  el  tie  son  coiijoiiil  {/-''i-i/iruk'-  ) 
csl  priiiiilit'  cl  (le  classe  i,  el  nous  sommes  condiiil  à  <le-~  lèiiles 
senihlahles  à  celles  do  la  lliéorie  des  subslilulions  (  ')  |hiui'  la  dél<'i-- 
miiialion  de  ce,  (|uc  nous  ajipelons  provisoircnieni  sa  rhissr  i^roiiir- 
Iriquc  c,  (pii  coi'respond  à  la  classe  des  groupes  de  subslilulions  el 
peul  reniplaeer  la  noiiou  de  classe  C  de  Lie,  cai'  r  :=  ç,{  (  ]  ),  loul  eu  e.n- 
respondanl  à  une  idi'e  plus  précise.  C'est  là  encore,  croyons-non-,  un 
l'ésullal  très  iiiti'i'essanl. 

Nous  nionlrons  enlin  (pn_^  la  nolion  de  classe  (ou oi'dre)  d'une  lian-- 
forinalion  a  une  iiiterpro'lalion  g(''om(''lri(jue  dans  la  ihéone  du  conlacl 
des  courbes  (  -  ). 


iM!i:\iii:iii-  \()Ti:. 


scii   iiKS  sirri;s   in:>uiiin  iiii.ris   de  soi  s-(iiioii'i;s   o  i  n   lauiii'i;   m;  si  ii>ii  n  i  i  ions. 


Lf.mme  I.  —  Soient  L  et  ï  ilcii.r  groupes  l'-cltaiii^euhles  aui 
groupes  S,  X,,  l^,  ...:  I'  étant  /na.ti/Niaii pai'/ni les  su//s-i;/(j///)i-\  de 
T  <^T  et  éc/ia//ge(/ft/es  à  ces  g/or/pes,  el  L,,  Z.^,  ...  étaiil  (■(Uileniis 
dans  S;  L,  le  groupe  co/n/nu/t  à  S  r/ T,  V  /e  groupe  eoniiiiuu  à  S 
''/  II,  eonlenu  dans  U,;  //,  /,  .s-,  ?/,,  c.  les  ordres  respi-eti f.s  de  I  ,  T, 
S,  l  ,,  \  :  B  -^  S  X  U  est  égal  à  A  =  S  x  T  ou  est  un  sous-groupe 
jna.rinium  de  A  suivant  que  c  <i  u,,  d'où 


(')  To«/- notre  Tlièse  de  Docloral,  p.  3i,  et  notre  Mémoiie  (lu  t.  \\\ll  il.- 
Mémoires  des  Savants  étrangers  à  f  Académie  des  Sciences. 

(*)  iXoiis  n'oserions  nfllnner  (|ue  ce  résultai  soll  nouveau,  Ideu  <|uf  ihmi-:  I( 
croyions. 
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\,\i  l'Ilcl,  soinil  f/  fl,  />  li's  oi'dtos  de  A  et  15, 


.  su  a  tv 

f  b         11  II, 


I"   Soll  A  =  15  :  on  a 

t         II 

~  =  -,         *'<'/,. 
(/,        i' 

2"  Soit  A^-  15;  15  coiilioiil  U  et  U,,  tous  deux  roiiteiuis  dans  T, 
mais  ne  contient  pas  T;  (U,  U,),  dérivé  de  U  et  de  U,,  contient  V , 
est  conlenn  dans  T,  et  est  échangeable  aux  groupes  S,  Z,,  Z.,,  ..., 
car,  LJ,  étant  le  groupe  commun  aux  groupes  échangeables  S  et  T,  est 
échangeable  à  S,  1|,  1^,  ...  puisque  S  contient  1,,  Z^,  ...  auxcpiels 
T  est  échangeal)le  (').  Donc  (U,U,)<T,  par  suite  (  U,  l',)  =  U; 
\   ,  est  contenu  dans  l-  et 

AdiMctIons  (pic  15  ne  soit  pas  maximum  dans  A,  et  soit  15  <;  (J  •<;  A, 
(  '.  loulcuant  15  et  étant  contenu  dans  A.  Le  groupe  commun  à  (^  elT 
est  \\  ;  W  contient  L  (jui  est  contenu  dans  B,  C  et  T;  ^^  ne  contient 
pas  T,  sans  (|uoi  l'on  aurait  C  =  A.  Donc  ^^  contient  U  et  est  contenu 
dans  1".  De  plus,  il  est  échangeable  à  S,  Z,,  1^,  ..  .,  car  C  et  T  sont 
(■cliangealiles  (-),  puisque  T.  X  T  =  A  ;  S,  1,,  1^,  ...  sont  contenus 
dans  (1  et  échangeables  à  T,  par  suite  au  grou|)e  commun  AN  à  (! 
et   r  (  '  ).  Dés  lors,  d'après  les  hypothèses  faites,  \A   =  l',  et 

C  X  T  =  A, 

su  , 

c  =-=b, 
coniraln'tiieul  à  l'IiNpollièse.  Donc  Best  maximum  dans  A. 

(')  To//-  noire  Noie  du  Bull,  de  In  Soc.  math.,  t.  XXVlll,  p.  G,  pio]>.  o,  1900, 
ou  noire  Mémoire,  plus  loin,  p.  46,  prop.  5. 

(-)  Eli  elTet,  (C,  T)  rr  A,  et  toule  subslilulion  de  \  esl  le  prodiiil  d'une  miIi- 
stilutiori  de  T  par  une  de  S  ou,  a  fortiori,  de  C. 

( ')   Loc.  cil.  {Bull,  de  la  Soc.  niat/i  ,  1900). 
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Lemme  II.  —  Soient 
(i)  E,     K.     S,     T,     U,     V,     ...,     X,     Y,      I, 

imr  suite  de  groupes  tels  que  chacun  soit  compris  dans  le  précédent, 

(i  Ois)  S,,     I,,     y,.      ..., 

une  suite  de  sous-groupes  de  E  dont  cliacun  est  contenu  dans  le 
précédent.  Supposons,  ce  qui  est  toujours  possible,  la  suite  (r)  déter- 
minée de  manière  que  chacun  de  ses  groupes  soit  maximum  dans 
le  précédent  parmi  les  sous-groupes  de  ce  précédent  échangeables  à 
S,,  S|,  Ij)  •  •  ••  ^^"  pf'iit  détermine!'  au  moins  une  suite 

(2)  E,     11.,     S.,     ...,     X,,     Y,,      I, 

analogue  ci  (i),  contenant  S, ,  dont  chaque  groupe  est  contenu  dans 
le  précédent,  échangeable  à  S,,  I.,  ...,  échangeable  à  tous  les 
groupes  (i),  et  maximum  parmi  les  sous-groupes  du  précédent 

échangeables  à  tous  les  groupes  (i)  et  à  1,,  i., Par  suite  (i) 

jouit  aussi,  par  rapport  à  (2),  de  cette  dernière  propriété. 
Si 

(3)  e,      r,       s,       t,       ....      X,      y,       r, 

(4)  ^%     '"m     •''m      /.,      -t'i'     /.-       ' 

sont  les  oiili'es  respectifs  des  groupes  (1)  et  (2),  les  nombres 

..s  ers 

^     ^  r        s        t 

sont  les  mêmes  à  l'ordie  près  que  les  nombres 
(6)  ^,    '^\    ^      ••• 

Jouiii.  de  Math.  (6"  série),  lume  \II.  —  Fasc.  I,  19C11.  •' 


En  oilet,  supposons  que  le  dernier  groupe  de  (i)  qui  contienne  S, 
soil  11,  et  que  le  premier  que  S,  contienne  soit  Y.  Soient  T,  le  groupe 
commun  à  S,  et  S,  U,  le  groupe  commun  à  S,  et  T,  V,  le  groupe 
commun  à  S,  et  U.  U,  est  contenu  dans  T,  S,  S,  et,  par  suite,  dansT,; 
donc  dans  le  groupe  U',  commun  à  T  et  T,  ;  réciproquement,  U',  est 
contenu  dans  T,,  S,,  T,  par  suite  dans  U,,  et  U,  =  V,  :  U,  est  le 
groupe  commun  à  T  et  T,.  De  même  V,  est  contenu  dans  U,  T,  S,, 
U,  et  toute  substitution  commune  à  U  et  U,  est  contenue  dans  U 
elS|,  c'est-à-dire  dans  ^  ,  :  Y,  est  donc  le  groupe  commun  à  U  et  U,. 
T|,  U|,  V,  contiennent  Y  qui  est  contenu  à  la  fois  dans  S,,  S,  T,  U. 
Si  Y  ,  ^  Y,  U  contient  A  ,  cjui  est  échangeable  (')  aux  groupes  (i  bis) 
et  Y,  =  U,  d'après  les  hypothèses  faites,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
U  n'est  pas  contenu  dans  S,.  Donc  Y,  =  Y. 

Ceci  posé,  S,  est  échangeable  à  S,  T,  U.  D'après  une  propriété 
connue  (-),  S,  et  S  étant  échangeables,  tout  sous-groupe  de  l'un 
échangeable  à  l'autre  est  échangeable  au  groupe  commun  T,  à  S,  et  S; 
donc  T  et  U,  contenus  dans  S,  sont  échangeables  à  T,  ;  S,,  H^j  •••! 
contenus  dans  S,,  et  échangeables  à  S,  sont  échangeables  à  T,.  De 
même.  S,  et  T  étant  échangeables,  et  U,  étant  leur  groupe  commun, 
U  sous-groupe  de  T  échangeable  à  S,  est  échangeable  à  U,,  et  X,, 
2^,  . . .,  sous-groupes  de  S,  échangeables  à  T,  sont  échangeables  à  U,. 
Les  groupes 

(7)     R  =  SxS,,     S.xT,     S,  xU,,     S,  =  S,x  V,T,,  U,,  Y 

sont  dès  lors  tous  échangeables  à  chacun  des  groupes  (1)  et  à  1,, 
H.,,  ....  Leur  nombre  est  7  (en  général  2O  +  i)  :  leurs  ordres  respectifs 
sont 


(')  En  eflfel,  U  et  S,  sont  écliaiigeables;  U  est  échangeable  à  S,,  1,,  .  .  .  con- 
tenns  dans  S,;  donc  {Bull.  Soc.  Malli..  loc.  cit.,  prop.  5)  \\,  groupe  commun 
à  U  el  S,,  est  échangeable  à  S,,  i;^ 

(-)  Bull.  Soc.  Math.,  loc.  cit. 
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On  a 


M, 

"i 

_ 

s    II, 

"l 

IIS, 

Il  II, 

II 

■5l 

r 

<i    ' 

.? 

"i  'i 

—  , 

— 

— : 

—  ) 

-  —  -  j 

r 

(i 

ç 

"i  '■ 

/ 

V    /•,> 

(9) 


Or  T  et  T,  étant  échangeables  à  tous  les  gToupes  (i)  cl  (i  Ins)  et 
contenus  dans  S,  on  a 

T  X  T,  =  S  ou  T; 
de  même 

U  X  U,  =  T  ou  U. 

.Si  TxT,  =T,  T,  est  commun  à  T  et  S,  et  T,  =  U,  ;  siT  x  T,  =S, 

.ç  =  '-^  et  T,  >  u,.  Si  U  X  U,  =  U,  U,  est  commun  à  U  et  S,  et 
"i 

U,  =  V;  si  U  X  U,  =  T,  /  =  '-^  et  U.  >  V.  On  a  donc 

i"  Ou  /.  =  w,,  ou  s  =  — ; 

2°   Ou  //,  =  r,  ou  /=  : 

une  des  quantités  -  ^,  —  est  =  i  :  de  même  une  des  quantités  -  — ,  — 

^  t   t,      II,  '  "   ",      r 

est  =  I.  Il  en  résulte  que,  parmi  les  six  quotients  (en  général  2G), 

— ,  —  j  ■••,.—  de  chaque  nombre  (8)  par  le  précédent,  le  premier  ou  le 

cinquième  est  égal  à  r,  le  deuxième  ou  le  sixième  est  égal  à  i   [plus 
généralement  le  /'""'  ou  le  (0  4-  i  -f-  iy""',  avec  ?"  =  i,  2.  . . .,  0  —  i]. 

Les  quotients  7^  1   sont  précisément  les  nombres  -,  -,  -,  -  dans  un 

certain  ordre. 

Considérant  dès  lors  la  suite 

(lo)       E,    R,    s;,    t;,    u;,    v,    ...,    x,    y,    i, 

R,  S'|,  T', ,  U', ,  V  désignant  ceux  des  groupes  (7)  qui  sont  distincts, 
elle  jouira  de  toutes  les  propriétés  que  nous  \oulons  établir  pour  la 
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suite  (2)  à  rondilion  que  chacun  de  ses  groupes  soil  maximum  ])armi 
les  sous-groupes  du  précédent,  échangeables  à  tous  ceux  de  (i)  et 
de  (i  bis).  Démontrons  celte  dernière  propriété. 

D'après  le  leinme  1,  R,  S,  X  T,  S,  X  U,  S,  =  S,  X  V  sont  maxima 
parmi  les  sous-groupes  du  précédent,  échangeables  à  S,,  Sj,  ..-,  ou 
coïncident  avec  ce  précédent.  Nous  allons  établir  que  chacun  des 
groupes  S,,  T,,  U,,  V  qui  n'est  pas  égal  au  précédent  est  maximum 
parmi  les  sous-groupes  du  précédent  qui  sont  échangeables  à  tous 
ceux  des  suites  (i)  et  (i  bis). 

S,,  T,,  U,,  V  sont  échangeables  à  tous  les  groupes  (i)  et  (i  bis). 

Soit  par  exemple  T,  >  U,  :  soit  A,  un  sous-groupe  de  T,  et  S,  tel 
cjue  par  exemple  T,>  A,  >U,,  A,  étant  échangeable  aux  groupes  (i) 
et  (i  bis)  et  contenant  U,.  Le  groupe  commun  B,  à  T  et  A,  est  com- 
pris dans  le  groupe  commun  U,  à  T  et  T,.  D'autre  part  T  et  A,  con- 
tiennent L),  ;  donc  U,  =  B,.  Enfin  T,  n'est  pas  contenu  dans  T,  sans 
quoi  on  aurait  T,  =  U,.  On  en  conclut 


puisque 


T,xT>A,xT>U,xT  =  T, 


ordrede  A,  xT=  ^>/; 


d'autre   part   T,xT>T,    puisque  T,    n'est    pas   contenu   dans    T, 
et  T,  X  T  =  S.  On  en  conclut 

T<A,xT  =  S. 

car  A,  X  T  est  échangeable  aux  groupes  (i  bis)  et  contenu  dans  S. 
Donc 

S=    —  =  -\  f/,  =  ^, 

"1  "1 

contrairement  à  l'hypothèse.  Le  groupe  A,    ne  peut   donc   exister, 
et  U,  est  maximum  dans  T,.  De  même  pour  T,  et  si  V  :^  U,  pour  \  . 
La  suite  (10)  jouit  ainsi  de  toutes  les  propriétés  indiquées  dans 
l'énoncé  du  lemme  II  pour  la  suite  (  2)  (  '  ). 

(')  Remarquons  que  le  lemme  II  reste  vrai  quand  on  suppose  les  suites  (i) 
el  (2)  arrêlées  au  groupe  \' ;  de  même  pour  le  lemme  IV  et  les  théorèmes  I  et  II. 
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Théorème  I.   —    Soienf 

(11)  K,     R,      S,      T,      U,      V,      ...,     X,      Y,      I, 

(12)  E,     R,     S',     T,     U',     V,     ...,     X',     Y',     I, 

deux  suites  de  groupes  dont  le  pi-emier  est  le  même  et  tels  que 
dans  chaque  suite  cJiacun  soit  compris  dans  le  précédent.  Supposons 
que  ces  deux  suites  soient  telles  que  chacun  de  leurs  groupes  soit 
maximum  dans  le  précédent  parmi  les  sous-groupes  de  ce  précédent 
échangeables  à  tous  ceux  de  l'autre  suite.  Les  nombies 

(i3)  f,    '-,    ^     ... 

^       ■'  r        s        t. 

sont  les  mêmes  à  t'ordi-e  pi-ès  que  les  nomhrcs 

(l4)  -,     -,     -,     .... 

Nous  établirons  ce  tlicorcme  par  rapplicalioii  répétée  du  lemme  H. 
Soit  S'  le  premier  des  groupes  (12)  non  contenu  dans  (i  1).  Prenons 
pour  les  groupes  S,,  So,  ...  du  Icnime  II  les  groupes 

(i5)  T',     U I. 

Nous  pourrons  former  une  suite 

(16)  E,     R,     S',     T,,     U,.     V ,     I 

contenant  S',  dont  chaque  groupe  est  contenu  dans  le  précédent, 
échangeable  à  tous  les  groupes  (11)  et  (i5)  et  maximum  parmi  les 
sous-groupes  du  précédent  échangeables  à  tous  les  groupes  (  1 1  )  et  ( 1 5). 
Tous  les  groupes  (11)  et  (12)  jouissent  alors  par  rapport  à  l'autre 
suite  et  à  (iG)  d'une  propriété  analogue.  Les  nombres  (i3)  et 

(17)  -,     -,     -,     —,     —, 
sont  les  mêmes  à  Tordre  près. 
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Nous  oprrerons  sur  (i6)  et  (12  )  comini"  uous  l'avons  fait  sur  (i  i) 
et  (12)  en  considérant  le  premier,  U' par  exemple,  des  groupes  de  (12) 
non  contenus  dans  (iG),  et  en  prenant  pour  i^,,  ^2?  •  •  •)  les  groupes 

(18)  V,     ...,      , 

de  (12). 

Nous  pourrons  former  une  suite 

(19)  E,     R,     S',     T,  =  T',     U',     V„     ...,     I, 

contenant  V,  dont  cliaque  groupe  est  contenu  dans  le  précédent, 
échangeable  à  tous  les  groupes  de  (  lO)  cl  (18),  et  maximum  parmi 
les  sous-groupes  du  précédent  échangeables  à  tous  les  groupes  de  (16) 
et  (18).  Les  nombres  (i3),  (17)  et 

,       ,  e       r       s'        I.'        u' 

sont  alors  les  mêmes  à  Tordre  près. 

En  continuant  de  la  sorte,  nous  obtenons  des  suites  (16),  (19),  etc., 
dont  chacune  a  ses  n  -f-  i  premiers  groupes  (î  =  i)  communs  avec  la 
suite  (12)  si  la  précédente  a  ses  n  premiers  groupes  communs  avec  (12). 
On  finira  donc  par  obtenir  parmi  elles  la  suite  (12);  pour  toutes  ces 
suites  les  nombres  (i  7),  (20),  etc.,  sont  les  mêmes  que  les  nombres  (i3) 
à  Tordre  près.  Donc  les  nombres  (i3)  sont  les  mêmes  à  Tordre  près 
c[ue  les  nombres  (i 4).  <••   Q-   f-  d- 

IL 

Il  existe  d'autres  suites  analogues  à  (u)  et  (12)  jouissant  de  pro- 
priétés similaires.  Nous  allons  en  signaler  de  particulièrement  remar- 
quables. 

Soit  la  suite 

(21)  E",     R",     S' X",     Y". 

dont  chaque  groupe  est  contenu  dans  le  précédent;  supposons  que  ces 
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groupes  soient  tous  facteurs  de  E".  On  a 

E"  =  R"  X  R';  =  S"  X  S';  = . . .  =  Y"  X  y; , 

R;,  s;,  . . .,  Y';  étant  des  sous-groupes  de  E"<  E".  Considérons,  par 
exemple, 

E":=U"xU';. 

D'après  une  propriété  connue  ('),  U"  étant  contenu  dans  R",  on  a 
R"^U"xD„, 

D„  étant  le  groupe  commun  à  R"  et  U'|.  Donc  U"  est  facteur  de  R", 
c'est-à-dire  que  la  suite  (21)  est  telle  que  chacun  de  ses  groupes  est 
facteur  des  précédents. 

Dès  lors,  étant  donné  un  groupe  E"  décomposable,  on  pourra  tou- 
jours déterminer  une  suite  de  facteurs  de  E"  jouissant  d'une  ou  plu- 
sieurs propriétés  communes,  dont  chacun  est  maximum  parmi  les  fac- 
fcurs  du  précédent  qui  jouissent  de  la  propriété  ou  des  propriétés  en 
question.  Cette  remarque  nous  permet  d'établir  le  lemme  suivant  : 

Lemme  III.  —  Soient  U  et  ï  deux-  groupes  {facteurs  de  E)  échan- 
geables aux  groupes  {facteurs  de  E)  S,  1,,  2^,  . . .,  U  étant  >>  i, 
maximum  parmi  les  facteurs  de  T  {facteurs  de  E)  <^T  et 
échangeables  à  ces  groupes,  et  2,,  S,,  . . .  étant  des  facteurs  de  S  ; 
U,  le  groupe  commun  à  S  et  T,  V  le  groupe  commun  à  S  ei  U,  con- 
tenu dans  U,,  m,  t,  s,  «,,  v  les  ordres  respectifs  de  U,  T,  S,  U,,  V  : 
R  =  S  X  U  (?6r/  égal  à  A  =  S  X  T  OH  est  un  facteur  maximum  de  A 
parmi  les  fadeurs  de  A   {qui  sont  facteurs  de  E),  suivant  que 

-  =  — )  ou  V  ^  u,  (-  ). 

a         V  '  \   y 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  lemme  I;  il  suffira 
d'ajouter  aux  raisonnements  déjà  faits  les  remarques  suivantes  : 

On  doit  supposer  U->>  i;  (U,  U,),  contenu  dans  T,est  facteur  de  T, 

(')  Bull.  Soc.  Math.,  toc.  cit.,  p.  5,  prop.  2". 

('-)   On  peul,  si  l'on  veut,  supprimer  les  conditions  entre  parenthèses. 


^4  ED.     MAILLET. 

puisque  U  Tesl;  C  devra  être  supposé  f'acleur  de  A.  A\  osl  l'acleur 
de  T,  puisqu'il  contient  U  facteur  de  T.  Enfin  B  est  factenr  de  A, 
car  T  =  U  X  U'  et  A  =  B  x  U  . 

Lemme  1Y.  —  Soic/it 

(22)  E,     H,     S,     T,     U,     V,     ....     X,     Y,     1 

une  suite  de  groupes  tels  que  chacun  soit  facteur  de  E  et  du  précé- 
dent ('  ),  S,,  2),  So,  . . .,  une  suite  de  facteurs  deE  n'appartenant  pas 
à  (22),  contenant  tous  V,  et  dont  chacun  est  facteur  du  précé- 
dent (-).  Supposons,  ce  qui  est  toujours  possible^  la  suite  (22)  dé- 
terminée de  manière  que  chacun  de  ses  groupes  soit  niaxiniuni 
dans  le  précédent  parmi  les  facteurs  de  E  et  de  ce  précédent  échan- 
geables à  S, ,  2, ,  Sj,  ....  On  peut  déterminer  au  moins  une  suite 

(23)  E,     H,,     S. \,,     Y,      1 

analogue  à  (22),  contenant  S,,  dont  chaque  groupe  est  facteur 
de  E  et  du  précédent,  échangeable  à  tous  les  groupes  (22)  et  à  2,, 
Sj,  . . .,  et  maximum  parmi  les  facteurs  de  Eet  du  précédent  échan- 
geables à  tous  les  groupes  (22)  ef  à  2,,  2o,  ....  Par  suite  (2'2)  Jouit 
aussi  par  rapport  à  (23)  de  cette  dernière  propriété. 
Si 

(24)  c,     /•,       s,       t,       ...,     X,      y,      I, 
(aS)                     e,     /■,,     .S",,      /,,      ...,     x'i,     y,      i, 

sont  les  ordres  respectifs  des  groupes  (22)  et  (20),  les  nombres 
(20)  -,-,-)••• 


(')  Il  suffit  pour  cela  que  chacun  soit  contenu  clans  le  précédeut  el  facteur 
de  E,  d'après  ce  qui  précède. 

(^)   Il  suffit  pour  cela  que  cliacuu  soit  sous-groupe  du  précédent. 
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sont  les  mêmes,  à  l'ordre  près,  que  les  nombres 

(-7)  ^.    e-    ^     •  ■• 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  lemmc  II;  il  suffira  d'ajou- 
ter aux  raisonnements  déjà  faits  les  remarques  suivantes  : 

Si  V,  >  V,  V,  contenu  dans  U  est  facteur  de  U,  d'où  V,  =  U. 

Parmi  les  groupes  (7),  chacun  est  facteur  des  précédents  :  en 
effet,  ici  V  >>  i,  puisque  V  contient  Y;  V  est  facteur  de  E,  par  suite 
les  groupes  (7)  sont  facteurs  de  E,  et  chacun  est  alors  facteur  du  pré- 
cédent ('). 

De  même  T,  est  facteur  de  S,  ainsi  que  U,. 

Enfin  d'après  le  Icmme  III,  dans  la  suite  analogue  à  (10),  R,  S,  x  T, 
S,  X  U,  S,  =  S,  X  V  sont  inaxima  parmi  les  facteurs  de  E  et  du  pré- 
cédent échangeables  à  Z,,  D..,  . . .,  ([uand  ils  ne  coïncident  pas  avec  ce 
précédent. 

II  en  est  de  même  pour  S„  T,,  U,,  V.  A,  doit  être  supposé  facteur 
de  T,  et  de  E  (même  démonstration). 

Théorème  II.  —  Soien/ 

(28)  E,     R,      S,      T,      U,      V,      ...,     X,     Y,     I, 

(29)  E,     R',     S',     T',     U',     V,     ....     X',     Y,     I, 

deux  suites  de  groupes  tels  que  dans  chaque  suite  chacun  soit  com- 
pris dans  le  précédent,  le  premier  et  le  dernier  groupe  >>  i  de 
chaque  suite  coïncidant.  Supposons  que  ces  deux  suites  soient  telles 
que  chacun  de  leurs  groupes  soit  maximum  dans  le  précédent 
parmi  les  facteurs  de  Ee/  de  ce  précédent  échangecddes  à  tous  ceux 
de  Vautre  suite. 
Les  nombres 

(30)  '  l,     ^     ^     ... 


(')  Bull.  Soc.  Math.  {toc.  cit.,  .prop.  2). 

Journ.  de  Math,  (j- série),  tome  VII.  —  Fasc.  I,  igoi 
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sont  les  mêmes,  à  /'ortlicpiès,  que  les  uoiiibrcs 

(il)  jn    7'    p'    •  •• 

La  déinonslralion  est  identique  à  celle  du  théorème  I,  à  condition  de 
remplacei'  quand  il  y  a  lieu  le  mot  sous-groupe  parle  mol  facteur,  et 
de  s'appuyer  sur  les  lemmes  III  et  IV. 


m. 


Il  nous  parait  utile  et  intéressant  de  donner  des  exemples  de  suites 
analogues  à  celles  des  théorèmes  I  et  II. 

i"  Cas  du  théorème  I.  —  Considérons  le  groupe  ciuq  fois  transi- 
tif U,  de  degré  12  de  Mathieu.  On  pourra  former  la  suite 

(32)  A,,,     A,,.     A,„,     A,,     A,,     A„     B,,     i. 

des  groupes  symétriques  de  degré  12,  11,  10,  9,  8,  -  et  du  groupe  al- 
terné de  degré  -  :  R,  est  échangeable  à  chacun  de  ces  groupes.  A,,  est 
le  dernier  des  groupes  (^2)  qui  contienne  K,,  et  i  le  premier  qui  y 
soit  contenu.  Prenons  les  groupes  communs  C,,,  C,„,  C;,?  Cg,  C,,  D, 
à  R,  et  A,,,  A,„,  A.J,  Ag,  A,,  B,  :  la  suite 

(33)  A,„     R,  xB„     R,.     C,,,     C,„,     C,,     C„     C,=  i 

est  telle  que  chacun  de  ses  groupes  est  contenu  dans  le  précédent  et 
maximum  parmi  les  sous-groupes  du  précédent  échangeables  à  tous 
les  groupes  (32).  Les  suites  (i3)  et  (i4)  deviennent  ici,  puisipic 
l'ordre  de  R,  est  17.11.10.9.8: 


9!  8!       ^ 

h  ^9'  :r,-8. 


9! 

_  t 
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et 

-i(i2!)  ~     '  12. II. 10. 9. 8        A/-,'' 

12.11. 10. Q. 8  o 

^  =  12,  II,  10,  (),  b. 

II . 10.9.8 

D'une  manière  plus  générale,  tout  groupe  au  moins  deux  fois  transi- 
tif R,  de  degré  n  donnera  lieu  à  la  formation  de  deux  suites  analogues. 
Supposons,  par  exemple,  que  R,  soit  contenu  dans  le  groupe  alterné  B„ 
et  ne  soit  pas  trois  fois  transitif  (').  Soient  S,,  T,  les  sous-groupes 
des  substitutions  de  R,  qui  laissent  une  ou  deux  mêmes  lettres  immo- 
biles, de  degré  //  —  i  et  /^  —  2  :  on  formera  la  suite 

(34)  A„,     A„_,,     A„_„     B„,„     T,. 
Prenons  les  groupes  communs 

S,.     T,      et     T, 

à  R,,  A„_,,  A„_o,  1>  _,  ;  la  suile 

(35)  A,„     B„  =  R,xR„_„         K,,     S,,     T, 

correspondra  à(34)parapplicallon  dulcmmcllsi  T,  est  maximum  (') 
dans  B„_2  parmi  les  sous-groupes  de  V>„_.,  échangeables  à  R,,  et  alors  R, 
sera  maximum  dans  B„. 

De  même  supposons  R,  maximum  dans  B„  et  parlons  de  la 
suite  (35).  Prenons  les  groupes  communs 

B„_.,     S,,     T, 

(')  On  sait  que  l'on  a  toujours  des  groupes  de  ce  genre  quand  «=  p -I- 1 
{p  premier). 

(2)  Si  l'on  a  un  groupe  R'  deux  fois  transitif  de  degré  n  ne  contenant  pas  le 
groupe  alterné,  et  si  l'on  ne  peut  trouver  dans  A„  un  groupe  R,  deux  fois  tran- 
sitif tel  que  T,  remplisse  ces  conditions,  R'  est  contenu  dans  un  sous-groupe  trois 
fois  transitif  de  B„  sur  lequel  on  pourra  opérer  de  même.  L'existence  connue 
d'une  limite  de  transitivité  montre  donc  (ju'on  pouira  toujours  former  des  suites 
analogues  à  (34)  et  (35). 
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à  A„_,  l'I  15„,  U|,  S|,  T,  ;  on  pDiirra  l'aire  coiTcspondro  à  (3"t)  par 
ap])licalion  du  Icinnic  11  la  suite 

(:^Ci)  A„,     A„_,,     B„_.,     S,,     T.. 

2"  Cas  du  llicorciiie  II.  —  Considérons  la  suile 
(3;)  A,.,     l>.,     1\,     P,,     I, 

où  A,,  est  le  groupe  symétrique  de  onze  lettres,  P,  un  groupe  deux  fois 
transitif  de  degré  1 1  et  de  classe  lo,  d'ordre  i  i .  lo,  P„  le  groupe  tran- 
sitif d'ordre  ti.  5  formé  des  substitutions  paires  de  P,,  P3  le  sous- 
groupe  de  P,  et  Po  d'ordre  et  de  degré  1 1.  En  partant  du  sous-groupe 
alterné  B, ,  de  A, ,  on  forme  d'après  le  lemme  IV  la  suite 

(38)  A,,,      13,.,     P„     P3,      I. 

Remarque  I.  —  Les  théorèmes  précédents  ont  une  application  im- 
médiate dans  l'étude  de  l'abaissement  du  degré  des  équations  au  point 
de  vue  du  degré  des  diverses  réduites  d'une  équation  donnée  ('). 

Un  groupe  décomposable  donnera  toujours  naissance  à  deux  suites 
au  moins  analogues  à  celles  du  lemme  II  et  du  théorème  I.  En  effet, 
soit  E  =  S  X  S|  un  pareil  groupe  dont  S  et  S,  sont  des  facteurs.  On 
pourra  toujours  former  une  suite  analogue  à  (i) 

b,      . . .,      3,      .  . .,      1 
dont  tous  les  groupes  sont  échangeables  à  S,,  dès  lors  une  suite 

E,      ...,      S,,      ....      I 
analogue  à  (  2). 

Reniai-qite  II.  —  (3n  peut  considérer  les  propriétés  suivantes,  qui 
ont  sans  doute  des  analogues,  comme  une  extension  des  suites  de  com- 
position de  ]M.  Jordan.  On  obtient,  par  exemple,  une  propriété  de  ces 
suites  en  ajoutant  dans  l'énoncé  du  lemme II  et  sa  démonstration  cette 

(*)  Voir  par  exemple  Jorua.\,  Traité  des  Saisi.,  el  N'ogt,  Leçons  sur  la  réso- 
lion  algébrique  des  éfjualioiis,  p.  182,  tli.  111. 
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condition  supplémenlaire  que  les  sous-groupes  sont  invariants  dans  le 
groupe  E  et  raaxima  parmi  ceux  quijouissent  de  cette  propriété.  Nous 
n'insistons  pas  :  des  conditions  supplémentaires  convenables  donne- 
raient sans  doute  encore  d'autres  suites. 

Remarque  III.  —  Ce  qui  précède  ne  fait  pas  intervenir,  sauf  pour 
les  exemples  particuliers  que  nous  venons  de  donner,  la  notion  de 
degré.  Les  lemmeset  théorèmes  précédents  sont  donc  applicables  aussi 
bien  aux  groupes  de  substitutions  qu'aux  groupes  d'opérations  consi- 
dérés par  divers  auteurs,  par  exemple  MM.  W.  Dyck  et  Frobenius, 
en  particulier  aux  groupes  finis  considérés  par  exemple  par  M.  Jordan, 
et  ([ui  interviennent  dans  la  théorie  des  équations  diilerentielles  li- 
néaires dont  les  intégrales  sont  algébriques. 

Nous  allons  voir  qu'ils  s'appliquent  aussi  aux  groupes  finis  continus 
de  transformations  de  Lie,  avec  des  démonstrations  identiques,  sous  la 

seule  condition  de  remplacer  (')  les  quotients  -,->  •••  par  des  diflé- 
rences  /■  —  s,s  —  f,  .... 


DEUXIEME  NOTE. 

SLK    LA    DÉCOMI'OSITIO.N    DES    GROIPES    FIMS    CO.NTIMJS    DE    TRAMSFORMATIO.NS  (  "  )   DE    LIE. 


Nous  nous  proposons  ici  d'étendre  aux  groupes  finis  continus  de 
transformations  de  Lie,  non  seulement  les  propriétés  précédentes, 
mais  encore  la  plupart  des  propriétés  établies  par  nous  pour  les  groupes 
de  substitutions  dans  notre  Note  intitulée  (')  :  Sur  les  groupes  échan- 
geables et  les  groupes  dècomposables.  Nous  arriverons,  d'ailleurs,  à 
des  résultats  plus  complets,  et  nous  établirons  en  particulier  ces  théo- 

(')  Comparer  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  III,  p.  5oS. 

('-)  Lie,  Théorie  der  Transforniationsgruppen,  t.  1,  II  et  III. 

(')  Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  Congrès  de 
Boulogne,  1899,  al  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXMIl,  p.  i  el  suiv.;  1900.  Le  théo- 
rème ci-dessous  est  déjà  énoncé  dans  cette  dernière  Note. 
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rèmes  :  i°  Tout  groupe  fini  conlinu  de  transformations  de  Lie  à 
plus  d'un  paramètre  est  décomposable  en  un  produit  de  deujc  sous- 
groupes.  2"  Tout  groupe,  dont  les  sous-gioupcs  sont  2  à  2  échan- 
geables, est  intcgrable. 

I. 


Soit 

I  j.',  =  o,(j?,.  . . .,  x„,  a,. a^), 


(') 


x„  =  ç„  (:£:,,  ....  x„,  a,.  . . .,  a^), 


un  groupe  D  de  transformations  à  /•paramètres  essentiels  (yi-cscntlirh), 
qu'on  peut  dcMinir  également  jaar  ses  /•  transformations  infinitésimales 

Nous  dirons  que  D  est  décomposable  si  Ion  peut  y  trouver  deux 
sous-groupes  A  et  B,  d'ordre  >  i  (Tordre  est  égal  au  nombre  des  pa- 
ramètres essentiels),  tous  deux  <C  D,  et  tels  que  toute  transformation 
de  D  soit  le  produit  d'une  transformation  a  de  A  par  une  i  de  B;  on 
indique  cette  propriété  en  écrivant 

D  =  A  X  B  =  AB. 

D  sera  dit  le  produit  de  A  par  B;  A  et  B  sont  des  facteuis  de  D. 
De  même,  si  deux  gi'oupes  A  et  B  sont  tels  que  le  groupe  dérivé  D 
soit  =  AB,  on  dit  que  A  et  B  sont  ér/ia/igeables  (  '  ). 


II. 

Théorème  I.    —    La  condition  nécessaire  et  suffsante,  pour  que 
les  groupes  A  et  B  entre  x,.  ....  .v„  contenant  la  transforntation 

(*)  Comparer  Killing,  'Math.  Ann..   t.  XXXIV,  p.  57,  et  Cartan,  Thèse  de 
Docl..  p.  02  :  leur  définition  de  la  décomposabililé  est  dilTérenle. 
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identique  (')  soient  échangeables,  est  que  le  groupe  D  =--  (A,  B), 
dérivé  de  A  et  B,  n'ait  d'autres  transformations  infinitésimales 
que  celles  de  la  forme  E  f-  E',  si  E  et  E'  sont  les  formes  les  plus 
générales  des  transformations  infiidtésimales  de  A  e^  B. 

Je  dis  que  la  condition  est  nécessaire. 

En  effet,  si  D  =  A  >:  B,  D  contient  la  transformation  E  +  E',  qui 
est  le  produit  de  E  par  E.  D  ne  contient  pas  d'autre  transformation 
infinitésimale;  car,  si  ab  est  Tune  d'elles,  a  étant  une  transformation 
finie  de  A  par  une  b  de  B  également  finie,  il  existe  une  transformation  a 
de  B  infiniment  peu  différente  de  b  et  telle  que  aa  =  i  ;  a  appartient 
à  B,  ainsi  que  ab  qui  est  de  la  forme  E'. 

Je  dis  que  la  condition  est  suffisante. 

En  effet,  la  transformation  infinitésimale  la  plus  générale  de  D  est 
E  +  E'.  Considérons  un  isomorphe  holoédrique  régulier  ( -)  V  {ein- 
fach  transitif)  de  D  :  au  sous-groupe  B  de  D  correspond  dans  Y  un 
sous-groupe  Y.;  à  Y^  correspond  une  division  de  l'espace 

('i  =  consl.,  iv=:const. 

(p,  /■,,/•,  ordres  de  D,  A,  B,  (^  =:  p  —  r,)  que  Y  laisse  invariable  et 
telle  que  Yo  soit  formé  de  l'ensemble  des  transformations  de  Y  laissant 
invariable  une  multiplicité  générale  M  de  cette  division  (•').  Au  sous- 


(')  Nous  ne  considérerons  dans  tout  ce  qui  suit  que  des  groupes  contenant  la 
transformation  identique. 

{')  Lie,  Théorie  der  Trfgrup..  p.  Wa.  par  exemple  et  p.  878  et  suiv. 

(')  II  ne  nous  paraît  pas  inutile  de  donner  une  démonslralion  directe  de  cette 
propriété,  sans  renvoyer  à  l'Ouvrage  de  Lie. 

Y  est  régulier;  soient 

(a)  .r;=:'l>,(^-,,  .  .  .,  J'p;  6,,  .  .  .,  Ap)  («■=:  I,  2,  .  .  .,  p), 

les  équations  de  Y.  On  peut  toujours  choisir  les  paramètres  de  façon  que  Y»  soit 

défini  en  attribuant  à  61,  . . .,  \,  où  Ç  =  p  — /-j,  des  valeurs  déterminées  c,, e;;. 

Y  étant  régulier,  (a)  peut  être  résolu  par  rapport  à  A,,  ... ,  èp,  ce  qui  donne 

(3)  «,=;.  6,,  .,.,  M^:=  6;,  ....  «p=6p. 

Les  '  premières  équations  définissent  une  multiplicité  Map  —  ^=  r-,  degrés 
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groupe  A  d'ordre  /■,  de  D  correspond  dans  Y  un  sous-groupe  Y,  ayant 
en  commun  avec  Y,  exactement  /•,  -h  r.^—  p  transformations  infinité- 
simales indépendantes,  puisque  les  transformations  infinitésimales  in- 

de  liberté,  quand  on  donne  aux  x'j  les  valeurs  des  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque n,  déterminé  de  position  générale  et  à  &,,...,  6^  les  valeurs  c,.  .  .  .,  c>;. 
M  contient  II,,  car  la  transformation  identique  est  contenue  dans  Y,  et  corres- 
pond à  des  valeurs  des  bj,  telles  que  Z>,^c,,  ....  br=^cr,  fcj;^.,  =  y^+i,  -.-, 
èp=:  Yp>  ^'  '^*  coordonnées  de  n,  satisfont  aux  équations  de  M 

(y)  fi=c,,         IV  =  f:. 

Quand  on  donne  aux  a-'^  les  valeurs  des  coordonnées  de  n,  et  à  ^'i,  ....  6;  les 
valeurs  c,,  .  .  .,  c;,  (p)  devient 

(o)         i'i  =  C|,         ...,         '•;  =  (•:,         >';+i=6;+M         ■■■■         '>  — ^'p- 

(S)  représente,  si  l'on  donne  à  ft;-n,  ...,  bn  toutes  les  valeurs  possibles,  l'en- 
semble des  points  auxquels  n,  est  substitué  par  Y,,  ou,  puisque  Y^  forme  un 
groupe,  l'ensemble  des  points  que  Y,  substitue  à  D,.  Ces  points,  pour  la  même 
raison,  sont  permutés  exclusivement  entre  eux  par  Yj,  c'est-à-dire  que  (S)  est 
invariant  par  Yj.  Mais  les  ensembles  de  points  (f)  et  (o)  coïncident;  toute 
transformation  de  Y".,  remplace  alors  (y)  par  un  sj'stème  équivalent  qui  donne 
encore,  entre  les  x,,  Ç  relations  ne  contenant  aucune  constante  arbitraire  :  donc 
(y)  esl  invariant  par  y,. 

Toute  transformation  de  Y  non  comprise  dans  \,  ne  peut  laisser  (-(■)  et  (o)  in- 
variants, car  elle  remplace  n,  par  un  point  que  Y,  ne  substitue  pas  à  n,,  c'est- 
à-dire  non  compris  dans  (-;)  et  pour  lequel  //,,  ....  «-  prennent  un  système  de 
valeurs  jz^c,,  .  .  . ,  c-. 

Opérons  sur  (  ■;)  une  transformation  (a);  on  obtient 

"■/.(.'■', r'„  ;  ù,.  .  .  .  ,  bp)  —  o  (  k  ^  i,  2,  .  .  . ,  l). 

Si  ces  équations  dépendent  de  r,  paramètres  arbitraires,  indépendants,  elles  peu- 
vent s'écrire 

Va.(.2-;.  .    .,x'„;a,..    .,'Xr^)  =  o 
ou  w 

Le  sous-groupe  des  transformations  de  Y  laissant  i  multiplicité  générale  in- 
variable est  d'ordre  p  —  r^  =  z-,  et  t,  =  Ç. 

L'ensemble  des  multiplicités  Y^.  (Lie,  Théorie  der  Trfgrup..  t.  l,  p.  488,  par 
exemple)  est  invariant  par  Y  et  forme  une  division  de  l'espace  .x\. r„  inva- 
riante par  \  ;  deux  multiplicités  de  celte  division  n'ont  aucun  point  de  position 
générale  commun.  On  le  vérifierait  facilement. 
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dépendanles  de  D,  en  nombre  p,  sont  toutes  de  la  forme  E  +  E'. 
L'ordre  du  sous-groupe  des  transformations  de  Y,  laissant  M  immo- 
bile est  7-,  4-  /\  —  p,  et  Y,  opère  entre  les  multiplicités  c,  =  const , 

ç^=  const.  les  transformations  d'un  groupe  transitif. 

Ceci  posé,  soient  S,  et  So  deux  transformations  de  Y  remplaçant  ÎNI, 
par  M,  M  et  M,  étant  deux  multiplicités  générales  p  {allgemein  ou 
allg:emeinerLagc.)  :  la  transformation  S"'  S,  laisse  M  immobile  et  est 
de  la  forme yj.j.  étant  une  transformation  de  Y.;  donc 

S,  =  S,.y,. 

On  peut  toujours  choisir  pour  S^,  une  transformation  de  Y,  qui  est 
transitif  entre  les  c  :  dès  lors  toute  transformation  de  Y  est  le  produit 
d'une  transformation  de  Y,  par  une  de  Y,.  Y  étant  holoédriquement 
isomorphe  à  D  et  les  groupes  correspondant  aux  sous-groupes  Y,  et 
Y,  de  Y  dans  D  étant  A  et  B,  toute  transformation  de  D  est  de  la 
forme  ah^  a  étant  une  transformation  de  A,  h  une  de  B. 

Remarque.  —  On  verrait  de  la  même  manière  que  la  même  condi- 
tion est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  D  =  BA.  Donc,  si  D  :^  AB. 
on  a  en  même  temps  D  =  BA,  et  réciproquement. 

On  voit  en  même  temps  que  l'ordre  p  de  D  est  i\  h-  /%  —  w,  m  étant 
l'ordre  /■,  -t-  /-^  —  p  du  groupe  commun  à  A  et  B. 

Réciproquement,  supposons  que  le  groupe  D  dérivé  de  A  et  B  soit 
d'ordre  /-,  -h  i\  —  m,  m  étant  l'ordre  du  groupe  commun  à  A  et  B; 
toutes  les  transformations  infinitésimales  de  D  sont  de  la  forme  E  -+-  E', 
car  on  pourra  toujours  supposer  que  parmi  les  transformations  de 
base  de  E'  on  ait  pris  m  transformations  infinitésimales  indépendantes 
du  groupe  commun,  et  l'on  a  /•,  -4-  v.._  —  m  transformations  infinitési- 
males indépendantes  de  la  forme  \\  -f-  E'.  Donc  A  et  B  sont  échan- 
geables; d'où  : 

Théorème  II.  La  condition  nccessaiie  el  suffisante,  pour  que 
les  deux  groupes  A  e/'B  à  /•,  et  r.,  paramètres  soient  échangeables, 
est  que  le  groupe  D  dérivé  de  KetTi  soit  à  /■,  -h  z-,  —  m  paramètres, 
m  étant  l'ordre  du  sous-groupe  C  des  transformations  communes 
àAf/B. 

Journ.  de  Math,  (i*  série),  tome  Vil.     -   Kasc.  I.  looi.  5 


3/| 


ED.     MAILLET. 


III. 

Décomposabilité  (  '  )  des  groupes  de  transformation. 

1°  Groupes  primilifs  composés. 
Nous  nous  appuierons  sur  le  lemmc  suivant  : 

Lemme.  —  Tout  sous-groupc  iin-ariaut  \s^  cV un  si-oupc  priinili f  i't 
est  transitif  (-'). 

En  effet,  soient  X,, X^  les  transformations  infinitésimales  indé- 
pendantes de  G,  X|,  ...  X,„  les  transformations  infinitésimales 
indépendantes  de  K. 

Si  K  n'est  pas  transitif,  il  a  des  invariants  (•')û,(ic,, a;„).  ..., 

Q,(x-,,  ....  x„)  qui  sont  les  solutions  du  système  d'équations  différen- 
tielles 

(3)  X,  =  o,  ...  X,„=o. 

Admettons  que  ii,.  ....  O,  soit  un  système  de  solutions  indépen- 
dantes de  (3),  c'est-à-dire  que  toute  autre  solution  de  (3)  est  fonction 
dei),,  ...,  i2;.  Les  transformations  de  G  étant  permutables  (')  à  K 
le  transforment  en  lui-même  et  transforment  D, Q^  en  des  solu- 
tions de  (3),  c'est-à-dire  en  des  fonctions  de  O,,  ....  0„  puisqu'elles 
transforment  X,,  —  X„,  en  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  con- 
stants de  X,,  .    ..  X,„.  Donc  le  système  d'équations 

Qi  — const.,  —         i2f-=const. 

forme  une  division  de  l'espace  .r,, i-„  invariable  par  le  groupe  G, 

qui  n'est  pas  primitif  (°). 

(')  La  signification  de  ce  mot  ne  nous  parait  pas  avoir  besoin  d'être  expliquée. 
(')  Comparer  }ono\}i,  Traité  des  su bs t..  p.  4i- 
(')  Lie,  T/ieorie  der  Trfgrup..  t.  I,  j).  2i5. 

(')  C'est-à-dire  que  g-'^  tcg  ^z  k^,  g  étant  une  transformation  de  G,  /et  A",  des 
transformations  de  K,  quels  que  soient  g  et  /. . 
(')  Lie,  Tiieorie  der  Trfgrup.,  t.  1,  j).  iio. 
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Ce  lemmo  établi,  supposons  que  ]p  s^roiipc  primitif  G  contienne  un 
sous-groupe  invariant  Iv  -^  G.  Soit  H  le  sous-groupe  des  transforma- 
tions de  G  laissant  un  point  P,,  de  position  générale  (Punkl  i^on  allge- 
meinci- Lage)  (')  invariable;  G  possède  exactement  (-)  a«  transforma- 
tions infinitésimales  indépendantes  d'ordre  o,  dont  aucune  fonction 
linéaire  à  coefficients  constants  ne  laisse  P„  immobile,  et  r  —  n 
d'ordre  >-  o,  engendrant  H  et  laissant  P„  immobile.  De  même,  K,  qui 
est  transitif,  d'après  le  lemme  précédent,  possède  exactement  n  trans- 
formations infinitésimales  indépendantes  d'ordre  odontaucune  fonction 
linéaire  ne  laisse  P„  immoliile,  et  m  —  ii  d'ordre  ]>  o  laissant  P„  immo- 
bile, si  ///  esl  l'ordre  de  Iv.  D'après  le  théorème  [I,  on  a 

G  ^  H  X  K. 

Donc  : 

Théorème.  —    Tout  groupe  primitif  composé  est  décomposable. 

1"   Groupes  composés  quelconques. 

Soient  G  un  pareil  groupe,  II  un  sous-groupe  invariant  maximum 
de  G  : 

a.  Si  l'on  peut  trouver  un  sous-groupe  invariant  H'  de  G  non  con- 
tenu dans  n,  on  a 

G  =  H  X  H  , 

car  si  X,(/  =  i,  :i,  .  . .,  m.)  sont/n  transformations  infinitésimales  indé- 
pendantes de  H  supposé  d'ordre  w,  X'^(/i  -1,2,...,  m')  m'  transfor- 
mations infinitésimales  de  H'  supposé  d'ordre  in\  (X,Xy),  (X^X^), 
(X,X^)  sont  des  fonctions  linéaires  des  X  et  des  X',  et  toute  transforma- 
lion  infinitésimale  du  groupe  dérivé  de  H  et  de  H',  qui  est  G,  est  de  la 
forme  E  -t-  E',  E  et  E'  étant  des  transformations  infinitésimales  de  H 
et  H';  en  sorte  que  G  =  H  X  H'  (théorème  î). 

p.  Si  H  est  à  la  fois  maximum  dans  G  et  invariable  par  les  transfor- 


(')  Lie,  Théorie  der  Trfgrup..  i.  1.  p.  2o3  et  ^c 
(-)  Ityid.,  p.  2o3. 
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nialions  de  G,  on  a  encore 

G  =  HxH. 

H'  ("tanl  un  sons-groupe  quelconque  de  (î  non  contenu  dans  G,  sous- 
groupe  qui  existe  ici  toujours.  Ainsi,  quand  le  groupe  dérivé  de  G. 
c'est-à-dire  le  sous-groupe  de  G  formé  des  crochets  (X,X;v)  de  G, 

X ,  Xr  étant  r  transformations  infinitésimales  indépendantes  de  G , 

d'ordre  r,  est  d'ordre  <<  j\  on  sait  (')que  G  contient  un  sous-groupe 
invariant  d'ordre  r  —  i  qu'on  peut  prendre  pour  H;  on  prendra  pour 
le  second  facteur  H'  le  groupe  engendré  par  une  transformation  infini- 
tésimale de  G  non  contenue  dans  H. 

Nous  avons  obtenu  ainsi  des  modes  de  décomposition  de  certains 
groupes.  Ce  ne  sont  là  que  des  cas  particuliers  :  nous  allons  voir  que 
tout  gi'oupe  fini  continu  de  transformations  de  Lie  à  plus  d'un  para- 
mètre est  déconiposable. 

3"   Gi'oupes  ijuelconques. 

1.  Groupes  simples.  —  11  nous  suffira  d'étudier  les  diverses  caté- 
gories de  groupes  simples  connus  (-),  en  remarquant  que,  si  un  groupe 
est  déconiposable,  tous  ses  isomorphes  holoédriques  le  sont.  Xous 
conservons  ici  les  notations  de  M.  Cartan. 

a.  Type  A  (•').  -  Le  groupe  général  de  ce  type  a  l{l -\- '2)  para- 
mètres :  il  est  isomorphe  holoédriquement  au  groupe  linéaire  homo- 
gène spécial  de  l'espace  à  / -1-  i  dimensions,  ou  encore  (')  au  groupe 
projectif  général  G  de  l'espace  à  /  dimensions.  Ce  dernier  contient  (°  ") 
un  sous-groupe  H  à  /(/  -i-  i)  paramètres  engendré  par  les  transforma- 


(')    Voir,  par  exemple,  Gartan,  Thèse  de  Doctoral,  j).  19;  Nony  et  C'*.  1894; 
ou  Lie,  Théorie  der  Trfgrup.,  l.  I,  p.  261. 
(^)  Cartax,  loc.  cit.,  p.  94- 
(')  Ibid.,  p.  82. 

(*)  Lie,  Théorie  der  Trfgrup..  l.  I,  p.  558. 
(°)  Nous  adoptons  les  notations  de  Lie,  ibid.,  p.  555. 
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tiuus  inlinitosiinales 

/ 

t*<  =  •^/  ^'-^a/^A  (  /,  a-  =  I  ,  2 /), 

1 

el  un  sous-groupe  H'  ongendié  par  les  Uuiisi'oiiualioiis  iuliuilésiiuales 
p,.  D'après  le  théorème  II,  on  a 

G  3.  H  X  H'. 

?•  '^yP'^  ^  {')■  ^  Le  groupe  général  de  ce  type  a  l(i/  ~  i)  para- 
mètres et  est  isomorphe  holoédriquement  au  groupe  linéau-e  et  homo- 
gène G  de  l'espace  à  2/4-  i  dimensions  engendré  par  les  transforma- 
tions infinitésimales 

(  4  )  -^M  =  -^aP-  ,  —  -^iP-  A  =  Ta,    ,  -  T,,_  A 

(i^k,         /,  A- =  o,  ±  I,  . ...  ± /). 
On  sait  que  ("^  ) 

(T,/r|,,)  =  £a^t,-,  -  s/r,,,^ 

(îpO=o     si     p  y^  0         el         =r      si     p  —  0  ), 
d'où 

^V,aX.,)  =-  <  T,,_,  -  T,..  „  T,._,  -  T,^,) 

-  lT,,^,T,.^;)  -  (T,,_,T,,_,)  -  (T„_,T,,_, ,  +  (T,_,T,_,') 

-  (£-A,,T,,_.  -  £^,,T,,_,;  +  (£_A..T,_,-  E^,,T,._.,  ) 

=  £„,,(T,,_,-  IV,)  +  £_..,(T,_,  -  T,,_,)  +  £_,,,(T,_,  -  T„__„ 
-f-£-v,/(T^,-A-TA,_|,), 

puisque,  par  exenijjle. 


(')  Cartan,  /oc.  «■<..  p.  82-83. 

(-)  Lie,  Théorie  der  Tr/^'/tip.,  t.  I,  p.  ô55. 
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(  )ii  Cil  conclut 

Donnant,  dans  celle  formule,  à  /,  /i,   a,  v  les  valeurs  o,  i,  ..   .  /. 

—  I ,....  —  (/-  i),  on  voit  que  les  crochets  dos  transformations  X,*. 
Xvu  s'expriment  en  fonction  linéaire  de  ces  transformations  et  for- 
ment (')  un  groupe  H,à2/  -i  —  (2/— i)(/-t)  =  /(2/-i)  para- 
mètres. 

De  même,  si  nous  donnons  à  /,  k,  [x,  v  les  valeurs  o,  i ,  ....  /  —  1 , 

—  I ,  . . .,  —  /,  nous  obtenons  un  groupe  FL  à  /(a/  —  i)  paramètres. 
Adjoignons  à  H,  la  transformation  X/_^  :  dans  la  formule  (o)  po- 
sons i  =  l,  k  ^  —  /,  a.  V  ^  —  /;  on  a 

(  ^/.-/X.jjji)   —  £_/,|j.X.;  _;  -+-  II;  \|j./  -^  c_|i,_./X/,,  -i-  £_,,  /X_/  jji. 

avec 

£-/.^L=0,  £_,_,=  O, 

d'où 

(^/,-/^vu.)  =  -/vXji^-l-  £_,i_/X/,,. 

On  voit  (jue  le  groupe  H,  est  invariant  par  la  transt'orniation  X/_, 
cl  forme  avec  H,  un  groupe  K  k  /(2I  —  i)  -h  1  paramètres. 

Ceci  pose,  considérons  les  deux  groupes  H  cl  H,  et  une  des  trans- 
formations r  0-  ^/>y  Celle-ci  sera  contenue  dans  H  si  l'on  n'a  pas  p  ou 
q  égal  à  —  /,  ou  si  l'on  a  en  même  temps  p  on  g  égal  à  —  /  et  q  ou  p 
égal  à  /:  elle  sera  contenue  dans  H^  si  l'on  n'a  pas  p  ou  q  égal  à  /;  elle 
sera  donc  toujours  contenue  dans  l'un  de  ces  deux  groupes.  Alors  toute 
transformation  infinitésimale  de  G  est  la  somme  d'une  transformation 
infinitésimale  de  H  et  d'une  de  H.  :  il'après  le  théorème  II,  on  a 

G  =  H  X  H,. 

y.  Type  C (')■  —  Le  groupe  général  G  de  ce  type  a  l^-^L  +  i)  para- 
mètres et  est  holoédriquement  isomorphe  au  groupe  linéaire  et  homo- 


(')  LiK,  Théorie  der  Trfgrup.,  t.  T,  p.  i58. 

(-)  Cartan,  loc.  cil.,  p.  85.  Pour  simplifier  les  raisonnements,  nous  modifions 
un  peu  les  nolalious  de  M.  Carlan. 
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gène  de  Fespacc  à  2/  dimensions  engendré  par  les  transformalions 
infinitésimales 

—  X,7=  2 £,-.r ,/>_,■  u'  7^  /i), 

avec  £, •=  +  t  ou  —  I  suivant  que  i  est  positif  ou  négatif. 

Ce  groupe  présente  une  très  grande  analogie  avec  celui  du  type  B: 
on  a 

=:  £,-£v(.T/.--aTv,_|,,)  +  £aÏv(,Taw'1'v,-,x) 

-+-  ^/-!Jl(  li-t  Iji.-v)  +•  'A^|i(,  1a.-(  Aij.,-v  > 

+  £a^[j.(î  -/.|ilA,-M—  £_v,A  T|x,_,) 
+  ^  -i,v(^A^v  1  A,-|j,  ""'  îjî(j.  '  |j..W,  ) 

Or  on  a 

z_f^^  =0     si     k  -/=  —  V,  et  =1      si     /i  ^=  —  v  ; 

dans  ce  dernier  cas, 

£a=  £_v  ~  —  ^v 

Donc 

,^        i  -+-  '-;.vÎv(ïaTa,-^+  ï(iT|j.,_.A  ) 


Cette  égalité  a  d'ailleurs  lieu  même  si  Ton  a 
k  =  /    .      ou         V  =;  [;.. 
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Ceci   posé,    donnons   dans   (G)  à  /,  /.',   a,  v  les  valeurs   i,   ....   /, 

—  I,  ....  —  (^/  —  i)  :  les  crochets  des  transformations  X,<,  X,,^  s'expri- 
ment en  fonction  linéaire  de  ces  transformations  et  forment  un  groupe 
H,  à  l(a.l  —  i)  paramètres. 

De  même,  si  nous  donnons  à  i,  k,  a,  v  les  valeurs  o,  i,  . . .,  / —  i, 

—  I.  . .  .,       /,  nous  obtenons  un  groupe  H^  à  /(  2/  —  r)  paramètres. 
Adjoignons  à  H,  la  transformation  X/^^  :  dans  la  formule  (6),  po- 
sons /  =  /,  A"  =  —  /,  p.,  V  ^  —  /;  on  a 

(•V,-/Xv(l_)    =  (,  £/v  ^V  ^/[JL  +    ^-(l./'fi-^-^.vH-    £-/.V^V-^-/,(I+    ^-|J.,-;2lJL-^/v)) 


d'où 

On  voit  que  le  groupe  H,  est  invariant  par  X/ _/  et  forme  avec  H, 
un  groupe  H  à  /(a/  —  i)  -1-  i  paramètres. 

On  en  conclut  encore  comme  pour  le  type  B  que 

G  =  H  X  H,, 

en  vertu  du  théorème  II. 

0.  Type  D  {* ).  —  Le  groupe  général  G  de  ce  type  a  /(a/ —  i)  pa- 
ramètres et  est  holoédriquement  isomorphe  au  groupe  linéaire  et  ho- 
mogène de  l'espace  32/  dimensions  engendré  par  les  transformations 
infinitésimales 

{i^k,i,k  =  ±  I,  ...,±  l). 
(_)n  a 

(  X,,X,,  )  =  (T,._,—  ï,._,,  Tj,._,  -  T,,^^); 

d"où,  comme  pour  le  type  B  [formule  (5)], 

(  7  )  '  ^ih  Xv(i  )  =  £-,>  XvA  -t-  î-(i,A  ^>^/v  ■+-  î-A,v  -X-|ji/  "i-  ï~v,(  ^k^.- 


(')  Caiitan,  loc.  cit.,  p.  85. 
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On  voit  encore  que,  si  Ton  donne  à  /,  k,  a,  v  les  valeurs  i,  ...,  /, 
_  1^  ...^  _  (/  —  i),  les  lransforniationsX,A,  X,,,  forment  un  i;roupe  H, 

à  (7  —  i)(2/ — i)  paramètres. 

De  même,  si  l'on  donne  à  /,  /r,  [j.,  v  les  valeurs  i,  ...,  (/  — i), 
—  I,  ...,  —  /,  les  transformations  X,a,  X^jj.  forment  un  groupe  IL  à 
(/  —  i)(2/  —  i)  paramètres. 

Adjoignons  à  H,  la  transformalionX/,_,  :  dans  la  formule  (7"),  po- 
sons t  =  /,  A-  =  —  /,  [JL,  V  ^  —  /;  on  a 

(X/_/Xv,j,)  =  £_/,jj.Xv,_;-i-  £_[ji._/X/,;+  Z/yXu.i-h  £_v,/X_/,j., 

avec 

î_,,^,=  o,         £_,,=  o; 

d'où 

(X,_;Xvu.)  =   £-|l,-/X/v+    î/v-^ix/- 

H,  est  donc  invariant  par  X^,_„  qui  forme  avec  II,  un  groupe  II.  Ou 
a  encore,  d'après  le  théorème  II, 

G=IIxH,. 

t.  Type  E.  —  Un  groupe  G  de  ce  type  a  /■  =  78,  i33  ou  2/48  para- 
mètres; examinons  ces  trois  cas  successivement. 

Soit  7'  =  78.  La  structure  est  donnée  par  les  formules  (37),  p.  90, 
de  la  Thèse  (')  de  M.  Cartan,  les  crocheis  non  écrits  étant  tous  nuls. 
On  remarquera  que  les  transformations  infinitésimales  X,,,  X,/„  X,^*, 
X„„„  sont  telles  que  leurs  crochets  2  à  2  sont  des  fonctions  linéaires  de 
ces  transformations.  Elles  engendrent  donc  un  groupe  H  c{ui  a  37  pa- 
ramètres. De  même,  les  transformations  X„,  X,/;,  X^^ ,  X^^„  engendrent 
un'groupe  H'  à  67  paramètres.  Toute  transformation  infinitésimale  de 
G  étant  la  somme  d'une  transformation  de  H  et  d'une  de  H',  on  a, 
d'après  le  théorème  II, 

G  =  H  X  H  . 

Soit  /•  =  i33.  La  str-ucture  est  donnée  par  les  formules  (^o),  page  91 , 
de  la  Thèse  de  M.  Cartan.  On  voit  encore  que  les  transformations  X„, 

(')    Voir  aussi  p.  142  et  suiv.  pour  les  trois  valeurs  de  /•. 

Joiirn.  de  Math.   (5'  série),  tome  VII.  —  Fasc.  I,  1901.  t) 
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X,A,  ^iji,j  X'^„,  engendrenl  un  groupe  H  391  paramètres;  de  même,  les 
transformations  X,,,  X,v;,  Xjy^,  X^^,  engendrent  un  groupe  H'  à  91  pa- 
ramètres, et 

G  =  H  X  H  . 

Soil  /•=  248.  La  structure  est  donnée  par  les  formules  f  40'  P3»<^92, 
de  la  Thèse  de  M.  (Jartan.  Les  transformations  X,-,,  X,;i  avec  i  :^  o, 
X,;^  avec  i,j,  k  ^  o,  Xp„  (p,  ct  ou  t  =  o)  engendrent  un  groupe  H  à 
i56  paramètres.  De  même,  les  transformations  X„,  X/^.  avec  k^o, 
\'-ji^  avec  i,  j\  k  ^^  o,  Xp,^  (p,  a  ou  t  =  o)  engendrent  un  groupe  H' 
à  i5(i  jiaianièties.  On  a 

G  =  II  X  II'. 

'Ç.  Type  F.  —  Un  groupe  G  de  ce  type  a  02  paramètres.  La  struc- 
ture est  donnée  par  les  formules  (42),  page  92,  de  la  Thèse  de  M.  Car- 
tan.  Les  transformations  Y, (j  =  I,  2,  3,  4),  X,(i^4)j  X/^(/,  A- :^  4), 
XaêY8(a)  P>  Yi  °  7^  4)  engendrent  un  groupe  H  à  37  paramètres.  De 
même,  les  transformations  Y,- (  i  =  i,  2,  3,  4))  ^i{i  7^  -~  4)) 
^if.(i,f^'  4"  —  4))  Xo,g.^s(a,  p.  Y,  S  :^  —  4)  engendrent  un  groupe  H'  à 
87  paramètres.  Toute  transformation  infinitésimale  deGdela  formeX,, 
^/*T  X|3(g.j8qui  contient  l'indice  -f-  4  ou  l'indice  —  4  est  contenue  dans 
l'un  de  ces  deux  groupes,  car  +  4  et  —  4  ne  peuvent  être  à  la  fois  in- 
dices d'une  même  transformation.  On  en  conclut,  en  vertu  du  théo- 
rème II, 

G  =  II  X  H'. 

V).  Type  G.  —  Un  groupe  G  de  ce  type  a  \!\  paramètres.  La  struc- 
ture est  donnée  par  les  formules  (4^)5  p<T8'C93,  de  la  Thèse  de  M.  Car- 
lan.  Les  transformations  X„,-,  X„y,  X;;„,  \^j,  X^i,-,  X,;,  X^a,  X„-  {i,j,  k 
dilTérents  et  =  i ,  2,  3  respectivement  dans  un  ordre  quelconque)  engen- 
drenl un  groupe  H  à  8  paramètres.  De  même,  les  transformations  X,„, 
Xyo,  XoA,  \jk-,  Xm,  X^,,  Xa<,  X„  engendrent  un  groupe  H'  à  8  para- 
mètres. On  a 

G  =  II  X  ir. 

On  en  conclut  : 

Théorème.  —  Tout  groupe  si  niplc  fini  continu  de  transformations 
de  Lie  qui  a  plus  d'un  paramètre  est  décomposable. 
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2.  Groupes  composés  quelconques.  —  Soit  G  un  groupe  composé 
quelconque  qu'on  peut  toujours  supposer  ici  régulier,  H  un  sous- 
groupe  invariant  maximum  de  G.  Si  ;/,,...,  ;/„  forment  un  système 
irinvarianls  de  H  indépendanls,  G  oiièro  cnlro  les  multiplicités 

w,  =  const.,  ...,  //„,  =  const. 

les  transformations  d'un  groupe  G,  transitif  à  m  variables  (')  iso- 
morphe à  G.  H  étant  invariant  dans  G  laisse  invariable  chacune  de  ces 
multiplicités,  et  G,  a  m  paramètres  essentiels,  le  sous-groupe  de  G,  qui 
correspond  à  II  se  réduisant  à  la  transformation  idcnticpie.  A  tout 
sous-groupe  K  de  G  k  r  —  m -\-  k  paramétres  contenant  II  correspond 
dans  G,  un  sous-groupe  K,  à  A"  paramètres,  et,  réciproquement,  à  tout 
sous-groupe  K,  de  G,  à  k  paramètres  on  peut  faire  correspondre  dans 
G  un  sous-groupe  à  /•  —  m  4-  A"  paramètres. 

Cr,  est  simple;  en  elfét,  sinon  il  contiendrait  un  sous-groupe  L,  in- 
variant à  /  paramètres  auquel  correspondrait  dans  G  un  sous-groupe  L 
kr—  m-h  l  paramètres  contenant  II.  L  ne  serait  pas  invariant  dans  G, 
d'après  l'hypothèse  faite  sur  H,  et  serait  transformé  par  G  en  un  autre 
groupe  L'r^^L,  auquel  correspondrait  dans  Cr,  le  même  groupe  L,  : 
au  groupe  (L,  L')  dérivé  de  L  et  de  L',  et  qui  a  plus  de  /•  —  m  +  I  pa- 
ramètres, correspondrait  dans  G,  le  groupe  L,  à  /paramétres,  ce  (|ui 
est  impossible. 

G,  étant  simple  est  décomposablc,  et  l'on  peut  y  trouver  deux  sous- 
groupes  F,  et  <ï>,  tels  que 

G,  =  F,  xtp.. 

On  en  conclut 

G  =  F  X  «I), 

F  et  $  étant  les  sous-groupes  de  G  contenant  II  et  correspondant  à  V, 
et  $,  respectivement;  car,  si  F,  a /paramètres,  <I),  ç  paramètres,  ou  a 
"*  =/+  ?  —  ^)  ô  étant  l'ordre  du  groupe  commun  à  F,  et  (ï>, .  F  et  *I> 
ont  /•  —  /»  -H/et  /•  —  w  -)r-  cp  paramètres,  et  un  groupe  d'ordre  r—  m  4-  0 


(')  Lie,  Théorie  der  Trfgrup..  t.  I,  p.  481. 
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commun,  coiileniint  H.  On  a 

!•  —  f»  -h  f  -h  /•  —  /?«  +  o  —  (/•  —  /;;+  0  )  =r  /•  ; 
le  groupe  dérivé  de  F  et  <P  coïncide  avec  G  et 
G  =  F  X  $, 

d'après  le  théorème  II.  Donc  : 

Théorème.  —  Tout  gj'oupc  fini  continu  de  tiaus/orrnations  de 
Lie  composé  est  décomposablc,  quand  il  a  ciu  moins  deux  para- 
mètres. 

Finalement,  nous  en  concluons  : 

Théorème  III.  —  Tout  groupe  fini  continu  de  transformations  de 
Lie,  simple  ou  non,  est  décomposable  (  '  ),  quand  il  a  au  moins  deux 
paramètres. 

Ce  théorème  conduit  à  étudier  les  divers  modes  de  décomposition 
d'un  groupe  donné  (').  On  peut  dire  à  ce  sujet  : 

Théorème  W .  —  Le  problème  de  la  recJierclie  des  sous-groupes 
transitifs  des  isomorphes  holoédriques  et  transitifs  d'un  groupe 
donné  est  compris  dans  celui  de  la  recherche  des  décompositions  de 
ce  groupe  en  un  produit  de  deux  sous-groupes,  et  lui  est  écjuivalent 
quand  ce  groupe  est  simple. 

En  efTet,  soient  G  un  isomorphe  holoédrirpie  et  ti'ansitif  d'un  groupe 
donné  F,  K  un  sous-groupe  transitif  de  G.  D'après  le  théorème  II, 


(')  Il  en  résultfi  nolamraenl  la  possibilité  de  former  de  proche  en  proche  tous 
les  groupes  de  iransforniations  en  adjoignant  aux  groupes  déjà  formés  des  groupes 
qui  leur  sont  échangeables. 

(-)  Nous  n'y  insistons  pas  :  ce  sujet  appelle  lîien  des  reciierclies;  une  pareille 
étude,  faite  pmir  tout  ou  partie  des  groupes  connus,  peut  faire  un  sujet  de 
thèse. 
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a  G  =  K  X  H,  Il  ôtanl  le  sous-groupe  des  transformations  de  G 
laissant  un  point  de  position  générale  immobile. 

Supposons,  en  particulier,  T  simple  :  soit  F  =  F  x  *.  On  peut  tou- 
jours trouver,  en  passant  par  Tintermédiaire  d'un  isomorphe  régulier 
de  r,  un  isomorphe  holoédrique  et  transitif  G  de  T,  tel  que  le  sous- 
groupe  des  transformations  de  G  laissant  un  point  de  position  générale 
immobile  soit  le  sous-groupe  de  G  correspondant  à  *!>  dans  T.  11  en 
résulte  sans  peine  que  le  sous-groupe  de  G  correspondant  à  F  est  tran- 
sitif (î^ofV  démonstration  du  théorème  I). 

Ainsi,  à  une  décomposition  du  groupe  simple  F  correspond  un  sous- 
groupe  transitif  d'un  isomorphe  holoédrique  et  transitif  de  F,  et  réci- 
proquement. 

Quelques  propriétés  des  facteurs  d'un  groupe  (M. 

D'abord  tous  les  énoncés  donnés  dans  notre  première  Note  s'ap- 
pliquent identiquement  aux  groupes  finis  conliiuis  de  transformations 
de  Lie. 

Nous  mentionnerons  encore  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Si  A  =  B  X  B'  et  si  D  contient  B  et  est  contenu  dans  A,  on  a 
A  =  DxB'. 

B  et  B'  sont  des  facteurs  complémentaires  de  A. 

2°  Si  A  =  B  X  B'=  C  X  C',  Cétant  contenu  dansB,  on  a  B  =  C  x  D, 
D  étant  le  groupe  commun  à  B  et  C'. 

3"  Réciproquement,  si  A  =  B  x  C'  et  B  =  C  X  D,  D  étant  le 
groupe  commun  à  B  et  C',  on  a  A  =  C  x  C'. 

(')  Nous  groupons  ici  un  certain  nonibre  de  propriétés  dont  les  énoncés  et  la 
démonstration  sont  absolument  identiques  soit  dans  la  théorie  des  groupes  finis 
continus  de  transformations  de  Lie,  soit  dans  celle  des  groupes  de  substitutions, 
à  condition  de  remplacer  pour  la  première  les  produits  et  les  quotients  de 
nombres  par  des  sommes  et  des  diflerences  respectivement.  Ces  propriétés  ont 
été  établies  par  nous  pour  la  deuxième  théorie  soit  dans  une  Note  précitée  du 
Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  soit  dans  la  première  Note  de  noire 
Mémoire.  Nous  ne  donnerons  donc  ici  que  les  énoncés  de  la  Note  du  lluUelui 
de  la  Société  Matliéinali(iite. 
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4°  Si  A  et  B  sont  échangeables  à  C,  (A,  B)  est  échangeable  à  C. 

5°  Si  A  et  B  sont  échangeables  et  si  C,  contenu  dans  B,  est  échan- 
gcalile  à  A,  soit  D  le  groupe  commun  à  A  et  B  :  I)  est  échangeable 
à  G. 

()"  Si  A  =  C  X  B'  et  si  B  coulieuL  C  et  est  contenu  dans  A,  on  a 
B  =  C  X  D,  D  étant  le  groupe  commun  à  B  et  B'. 

7"  Réciproquement,  si  A  =  B  x  B',  si  D  est  le  groupe  commun  à  B 
et  B',  et  si  B  =  C  X  D,  on  a  A  =  C  X  B'. 

?Sous  ferons  encore  observer,  d'après  la  remarque  I  de  la  note  I  et 
le  théorème  III  ci-dessus,  que  tout  groupe  fini  continu  de  transforma- 
lions  de  Lie  donnera  naissance  à  deux  suites  au  moins  analogues  à  celles 
du  lemme  II  et  du  théorème  I  de  la  note  1. 


V. 

Autre  manière  de  présenter  certaines  des  idées  précédentes. 

Soient  G  un  groupe  transitif  à  n  variables  x,,  ...,  x^,  et  g  para- 
mètres, Hq  le  groupe  des  transformations  de  G  qui  laissent  1<; 
point  n„(.t",  . . .,  j'°)  de  position  générale  immobile,  d'ordre  ha',  on  a 

-=//  +  //oC). 

Considérons  deux  divisions  de  l'espace  x^,  ...,  x„.  i\  p  cK  q  degrés 
de  liberté,  invariables  par  G, 

(  Q,         0.(x)  =  a.,         ...,         0„_,(x)  =  a„„,. 

L'ensendilc  S  des  deux  systèmes  d'équations  P  et  (^  foriuc  um- 
division  de  l'espace  invariable  par  G,  division  que  nous  appellerons  la 
plus  grande  division  commune  (-)  à  P  et  Q.  En  d'autres  termes, 
toute  transformation  de  G  remplace  l'intersection  d'une  quelconque  P, 

c')  Lie,  Théorie  der  Trfgrup.,  t.  1,  p.  2o3  et  217. 

(-)  Toute  division  invariaijie  par  G  et  dont  les  équations  ont  pour  conséquence 
les  équations  P  et  Q  est  dite  commune  à  P  et  Q. 
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dos  surfaces  P  et  d'une  quelconque  Q,  des  surfaces  Q  par  Tintersec- 
tion  de  deux  surfaces  analogues  l'o  et  Qo  respectivement.  Nous  dési- 
gnerons par  s  le  nombre  de  degrés  de  liberté  de  clia([ue  multiplicité 
de  S. 

Ceci  posé,  considérons  celle  P„  des  multiplicités  P 

(9)     i2,(\r)  =  0,(a;-)  =  a:,         ...,     "  iV/.r)  =  O,,^/.^'')  =  <  ^, 

qui  contient  le  point  n„,  et  soit  (Po)  le  sous-groupe  des  transforma- 
tions de  G  laissant  P„  immobile;  (Po)  contient  H„  et  est  un  groupe 
à  7-  —  n  -h p  paramètres  ('). 

De  même  le  sous-groupe  (Qo)  des  transformations  de  (i  laissant 
invariable  la  niultijjlicitc  (^„, 

(9/.^-^)   0,(^)  =  0,(x-'>)  =  a:,     •••,     0„_,(x)  =  CV/x-»)  =  a:_,^, 

contient  Ha  et  est  un  groupe  k  ?•  —  /i  -h  q  paramèlres. 

Le  sous-groupe  (S„)  des  transformations  de  G  laissant  invariable  la 
multiplicité  S„  déterminée  par  (9)  et  (()bis)  contient  1I„  :  je  dis  qu'il 
est  formé  du  sous-groupe  des  transforma  lions  communes  à  (P») 
et(Q„). 

En  elTet,  toute  transformation  commune  à  (Po)  et  (Qo)  b'issc  (9) 
et  (()bis)  invariables,  et  appartient  à  (S„).  Réciproquement,  toute 
transformation  générale  de  (S^)  remplace  P„  par  une  mulliplicité  P 
pour  laquelle  ili(x)  a  la  valeur  a",  c'est-à-dire  par  P„,  et  appartient 
à  (Pq);  de  même,  elle  appartient  à  (Q„),  et  (So)  est  bien  le  groupe 
des  transformations  communes  à  (Po)  et  (Qo)-  (Sj)  r  r  —  fi  +  s  para- 
mètres. Donc  : 

Lemme.  —  Le  sous- groupe  (S„)  des  transfofnialions  de  (r  qui 
laissent  invariable  une  multiplicité  So,  contenant  un  point  n„  di- 
position  générale,  de  la  plus  grande  division  commune  S  à  deux 
divisions  P  et  Q  de  l'espace  x,,  .  .  .,  x„  invariables  par  G  est  le 
sous-groupe  commun  aux  deux  sous-groupes  (Po)  et  (Qo)  des 
transformations  de  G  qui  laissent  invariables  respectivement  1rs 

(')  Lie,  toc.  cit..  p.  478-479. 
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mi/lt/p/icitps  P„  cl  Q„  de  P  cl  Q  conleiiant  le poinl  Ko-  Sas  degrés 
de  liber  lé  si  (  S„)  esl  d'ordre  r  —  n  +  s. 

Cherchons  mainU'iiant  à  quelles  coiidilions  il  existera  une  division  T 
de  Tespacc  ,r,,  . . .,  .r„ 

(lo)  0.  =  P,,  ■•■,  ©„-.=  ?«-,, 

invariable  par  G,  et  telle  que  les  relations  (lo)  équivalent  k  n  —  t  des 
relations  (9)  cl  à  «  —  /  des  relations  (9  bis).  Si  (10)  existe,  et  si  l'on 
choisit  t  minimum,  c'est-à-dire  de  façon  qu'il  n'y  ait  aucune  divi- 
sion L   contenant  P,  Q  et  (10)  autre  que  (10),  on  aura 

71  —  s^n  —  p  -\-  n  —  q  —  (n  —  t), 

c[  p  +  g  —  l^s-,  (ïo)  sera  dite  mulliph^  de  ces  deux  divisions  P  et  Q. 

Prenons  les  transformations  de  (Pj),  et  opérons-les  sur  Qo;  elles 
remplacent  Q„  par  ce/""'  multiplicités  O  dont  lensemble  sera  désigné 
parS„. 

Soit  [JL  une  transformation  de  G  transformant  P^  en  P,  et  Q„  en  Q,  ; 
en  opérant  les  transformations  de  (P,)  sur  Q,  comme  celles  de  (Po) 
sur  Q„,  on  obticul  un  ensemble  1,  de  ■x,''"^  multiplicités  Q,  etc. 
(P,)  est  le  transformé  de  (P„)  par  [j.. 

L'ensemble  !„,  1,,  ...  ainsi  obtenu  foinic-l-il  une  division  de  l'es- 
pace invariable  par  G"? 

D'abord  toute  transformation  de  G  remplace  I,  par  1^. 

En  effet,  soit  0„  une  transformation  de  (Po);  u.  transforme  P„  en  P, 
et  Qo  en  Q,  ;  0„  transforme  Q„  en  QJ,  appartenant  à  S„.  On  a 

QoO„  =  q;„     q„m-  =  Qm 

( j ,  a-  '  0„  a  =  Q„  0,  |J.  =  q;  II.  ; 

si  0,  =  u."'0(,|j.,  la  transformée  0,  de  0„  par  u,  appartenant  à  (P,), 
change  Q,,  appartenant  à  1,,  en  la  transformée  <^j,  a  de  Q[,,  appar- 
tenant à  Soj  pi'i'  \>"  Donc  S,  est  l'ensemble  transformé  de  1„  par  a. 
De  même  toute  autre  transformation  de  G  remplace  !„  par  un  des 
ensembles  S,. 
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Alors,  soit  une  transformation  u.,  de  G  :  elle  remplace  1,  par  A,  :  si 
[t..,  remplace  !„  par  S,,  u.,,  u.,  remplace  X„  par  A,,  qui  est  un  tics 
ensembles  Xy. 

Ceci  posé,  si  2,,  Sj,  ...  est  une  division  invariable  par  G,  par  défi- 
nition cet  ensemble  sera  formé  de  multiplicités  permutées  exclusi- 
vement entre  elles  par  les  transformations  de  G,  et  telles  qu'un  point 
de  position  générale  ne  peut  appartenir  à  deux  d'entre  elles.  loj  P'"' 
exemple,  sera  alors  une  multiplicité  que  toute  transformation  0,, 
de  (P„)  remplace  par  une  S„  des  multiplicités  -o»  -m  •  •  •  contenant  la 
multiplicité  Qj,  que  0^  substitue  à  Q„  :  Q^  apparlieut  à  I„  et  contient 
un  point  de  position  générale,  c'est-à-dire  que  I|,  et  H^  ont  un  point 
de  position  générale  commun,  et  110  =  So.  Une  transformation  W 
de  (Q„)  laisse  Q„  invariable,  et,  par  suite,  aussi  Sq.  Donc  le  groupe 
[(Po),  (Qo)J  dérivé  de  (l'o)  et  (Q„)  laisse  S»  invariable  et  appartient 
à  G.  Soient  ^  =  /■  —  m  l'ordre  du  sous-groupe  Z  de  G  laissant  !,„  inva- 
riable, •/]  l'ordre  de  [(Po),  {Qo)]-  I-a  division  l»,-.,  ■-■  possédant 
P  -^  Ç  — s  degrés  de  liberté,  on  a 


/•  —  ///  =  r 


D'autre  part  (Po)  et  (Q„)  ayant  en  commun  exactement  les  trans- 
formations d'un  groupe  îx  r  —  /i  -\-  s  paramètres,  on  a 

(/•  —  //  -h  s), 


rr=r 

—  Il  -\-  p  -^  r  —  Il  -\-  q 

Ir 

—  n  -\-  p  +  q  —  s  =  '''^. 

Donc  "C  =  r,  =  /•  —  «  H-  /)  -t-  y  —  s,  et,  d'après  le  lliéorème  II,  (P;,) 
et  (Qo)  sont  échangeables. 

Réciproquement,  supposons  (P^)  et  (Q„)  échangeables,  et  formons 

comme     précédemment    l'ensemble    Zo,  X, R  =  [(Pj),  (Qo)  | 

A  r  —  Il  +  p  -\-  q  —  s  paramètres  exactement.  Je  dis  que  2„,  S,.  ... 
forme  une  division  de  l'espace  a, ,  . . .,  x-„  invariable  par  G. 

En  elfet,  soit  n„(j:°,  . . .,  x)))  un  point  de  position  générale  :  eu 
opérant  sur  IIo  les  transformations  de  (Qo)  on  obtient  tous  les  points 
de  Qo,  car  toute  transformation  de  G,  cjui  est  transitif,  remplaçaî\t  11^ 
par  un  point  de  Qo  appartient  à  (Q„).  Toute  transformation  L-  de  K 
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est  le  produit  irunc  transformation  de  (Qo)  par  une  de  (P„)  (Théo- 
rème I)  et  remplace  II„  par  un  point  II,  appartenant  à  2„  :  donc,  tout 
point  que  R  substitue  à  II„  appartient  à  1^.  Inversement,  tout  point  lia 
de  S„  est  tel  que  toute  transformation  U,  de  G  substituant  îl^  à  II^ 
appartient  à  1\;  car  ce  point  appartient  à  une  Q'  des  multiplicités  Q 
de  I„;  il  y  a  une  transformation  U'  de  (Pn)  remplaçant  Qo  par  Q' 
et  L',IJ'~'  =  U'  laisse  Q„  invariable,  c'est-à-dire  appartient  à  (Qo). 
Donc  U,  =  U'U',  c'est-à-dire  appartient  à  R.  2„  est  alors  l'en-semble 
des  points  de  position  générale  que  R  substitue  à  Ho. 

Or  R  est  un  sous-groupe  de  G  contenant  le  sous-groupe  de  G  lais- 
sant n„  immobile,  et  ron  sait  (')  qu'on  peut  lui  faire  correspondre 
une  division  de  l'espace  dont  chaque  multiplicité  a  p  -h-  q  —  s  degrés 
de  liberté  et  invariante  par  G,  une  des  multiplicités  M' de  cette  division 
qui  contient  un  point  de  position  générale  H'  convenablement  choisi 
étant  laissée  invariable  par  R.  R  permute  transitivement  avec  II'  les 
points  de  position  générale  contenus  dans  M'  :  II'  appartient  à  l'un 
des  systèmes  11„,  S,,  . . .,  et  M'  et  2'  ont  en  commun  tous  leurs  points 
de  position  générale  :  Z'  coïncide  donc  avec  M'. 

Soit  T  une  transformation  de  G  remplaçant  H'  par  II,  :  elle  rem- 
place S'  par  2,  et  M'  par  M,.  Donc  I,  =  M,,  et  S„,  2,,  . . .  forme  bien 
une  division  invariable  par  G.  Donc  : 

TuKonÈME  ^  .  —  Etant  donnr  iiti  groupe  transitif  G  dans  l'es- 
pace  X,, r„  qui  laisse   invariantes  les  deux  divisions  de  cet 

espace 

P        Q,('i"n  ■•  •î"'',,*  =  ='m ii«-/.('^"(i  •••1  •'■„)  =  a„_^, 

(}        O,  (,/■,,... ,j';„)  =  rt, <>«^/-f,. <-„)  =  «"-v' 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'ensemble  des  mul- 
tiplicités générales  Q,  permutées  avec  une  d'elles  Q„  par  les 
transformations  de  (P»),  forme  une  multiplicité  d'une  division  $ 
de  l'espace  a-,,  . . .,  x„  invariable  par  G,  est  que  (P,)  et  (Qo)  soient 


(')  Comparer  Lir,  Théorie  der  Trfgrup.,  p.  52 1,  el  ce  Méinoiie,  deiivièine 
INole,  p.  3i  el  suiv. 
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échangeables,  (P„)  ^/(Qo)  clant  formés  respectivement  des  traits- 
formations  de  G  qui  laissent  invariables  les  multiplicités  P„  et  Q^ 
de  P  et  Q  contenant  un  même  point  !!„  de  position  générale.  Chaque 
multiplicité  de  la  division  <P  a p-hq  —  s  degrés  de  liberté,  r-  ~  n  -\-s 
étant  l'ordre  du  groupe  commun  à  (P^)  et(  Q^)  ('). 

Le  théorème  V  comporte  une  interprétation  fijéométriqno;  pour  en 
faire  saisir  la  portée  il  suffira  de  Tindiquer  pour  l'espace  ordinaire  : 

Corollaire.  —  Etant  donné  un  groupe  G  transitif  entre  les  trois 
variables  x,  y,  z  qui  laisse  invariables  les  deux  systèmes  de  courbes 

V  Ù,{x,y,z)=^<x,,  Q.^{x,y,z)=.'j..,. 

Q  0,{x,y,z)=  a,,  0.,{x,y,  z)^  a.,, 

la  condition  nécessaire  et  suf/îsante  pour  que  l'ensemble  des 
courbes  Q  permutées  avec  une  d'elles  Q„,  rencontrant  P^,  par 
les  transformations  de  (P„),  ou  encore  pour  que  l'ensemble  des 
courbes  Q  qui  rencontrent  la  courbe  P„  de  P  forme  une  surface 
appartenant  à  un  système  simplement  infini  de  sutfaces  formant 
une  division  de  l'espace  invariable  par  G,  est  que  les  groupes  (P„  ) 
et  (Qo)  soient  échangeables,  (Po)  et  (Qo)  étant  formés  respec- 
tivement des  transformations  de  G  qui  laissent  invariables  les 
courbes  P,  et  Q„. 

Si  Qo,  rencontre  Po,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  transformées 
de  Q„  par  (P,,  ),  dont  Fensemble  constitue  !,„. 

Donc  chaque  surface  du  système  en  question  sera  formée  de  l'en- 
semble des  courbes  Q  qui  rencontrent  une  courbe  P,  ou,  inversement, 
de  l'ensemble  des  courbes  P  qui  rencontrent  une  courbe  Q  (^). 


(')  Nous  dirons,  par  extension,  que  les  deux  divisions  P  et  Q  sont  échan- 
geables quand  les  deux  groupes  (P,)  et(Q(,)  le  sont. 

(")  Il  pourrait  être  intéressant  de  former  tous  les  types  de  groupes  transitifs 
entre  trois  variables  qui  jouissent  de  la  propriété  indiquée  au  corollaire,  en 
s'appuyant  sur  le  t.  HI  de  la  Théorie  der  Trfgrup.  de  Lie,  p.  i4i  et  suiv.  Nous 
laissons  ce  soin  à  d'autres  en  nous  contentant  d'en  citer  ci-après  deux  exemples. 
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Toute  surface  formée  de  courbes  Q  pourra  d'ailleurs  se  définir  par 
une  équation 

/((3,,0,)  =  const. 

Mais  ici  la  surface  en  question  étant  formée  aussi  de  courbes  P,  on 


(il)  /(0,,0,)r..9(a,,a,)  =  const. 

comme  équation  du  système  de  surfaces. 

Les  groupes  G  dont  il  est  question  au  corollaire  ci-dessus  sont  com- 
pris parmi  ceux  de  la  troisième  catégorie  de  groupes  transitifs  à  trois 
variables  signalée  par  Lie  (').  On  voit  de  suite  que,  dans  (n), /est 
une  solution  commune  aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles 
dont  P  et  Q  donnent  une  solution  générale. 

Ces  résultats  sont  susceptibles  de  généralisation. 

Soient 

0  '■^)     '!•  ?.  '  '■ ^•,/'  =  ?M  ■  •  ••  ?«-;^-./-.)  =  ?„->H.y-, 

les  équations  de  la  division  4>. 

Les  fonctions  O,,  . . .,  O  _^sonl  indépendantes  :  prenons-les  comme 
variables  avec  q  autres  variables  y„_  ,^_^,,  ....  v„  :  (12)  devient 

^'(<> <>-vv^Vv^ y.)  =  [i 1>„-...^.  =3„_„.,.,. 

Pour  cbaquo  système  de  valeurs  des  a, ,  . . .,  a„_y  on  a  un  système  de 
valeurs  des  [3  pour  lequel  ces  équations  ont  lieu  quels  que  soient 
y„-g^,, . . .,  .i'„;  car  pour  toute  multiplicité  Q  on  a  des  valeurs  déter- 
minées des  j3,  quels  que  soient  i„_y, ,,  . . .,  y„.  Donc  quels  que  soient 
0,,...,0„_,/  ces  équations  ne  dépendent  pas  des  y,  et  (12)  peut 
s'écrire 

On  verrait  de  la  même  manière  que  les  y  sont  des  fonctions  dos  il. 
C'est  là  la  généralisation  de  la  relation  (t  i). 
On  peut  dire  encore  : 

(')  Théorie  der  Trfgnip..  t.  lil,  p.  i^i- 


GROUPES    DE    SUBSTITUTIONS    ET    GROUPES    DE    TRANSFORMATIONS.      3,) 
(    Z,   —  O,  .  .  .,  Z,  =  G 

sonl  les  systèmes  complets  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
qui  définissent  les  divisions  PetQ,  o,,  . . .,  o„_(^^.^_,,  sont  des  solulions 
indépendantes  du  système  complet  dérivé  de  (i3)('). 

Ce  système  possède  donc  au  moins  n  —  (p  -i-  q  —  s)  solutions  indé- 
pendantes, c'est-à-dire  que  le  système  complet  dérivé  de  (i3)  contient 
au  plus  p  -^  (/  —  ■''  équations  indépendantes.  Je  dis  qu'il  n'en  a  pas 
moins. 

En  efTet,  sinon,  il  posséderait  n  —  t]  solutions  indépendantes,  avec 
Tj  <^  /j  H-  /y  —  -9.  Ces  solutions  étant  de  la  forme 

pourraient  remplacer  chacune  «  —  y]  des  équations  de  chaque  sys- 
tème (8).  L'ensemble  des  équations  (8)  équivaudrait  à,  au  plus, 

//  —  /*  -H  //  —  y  —  (  //  —  •/]  )  —  //  —  (  /'  H-  7  —  •';  ) 

équations  indépendantes.  Mais  (8),  d'après  un  lemme  précédent,  con- 
tient exactement  /i  —  s  équations  indépendantes.  Donc, 

Il  —  s'Sn  —  ip  -^  t[  —  T^) 
et 

p^q  -  s—r^, 

ce  qui  est  contradictoire.  Donc, 

1]  =  p  -\-  q  —  s. 

Il  y  a  mieux  :  les  équations  (t3)  forment  déjà  un  système  complet, 

c'est-à-dire  sont  au  nombre  àe  p  -\-  q  —  s  linéairement  indépendantes. 

En  effet,  supposons  qu'il  y  eu  ait  /j  -f-  eu  linéairement  indépendantes. 

D'abord, 

Y,=^o Y„=o 


(')  Lie,  Théorie  der  Trfgrup.,  l.  I,  p.  89  el 
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le  sont.  Parmi  les  équations  Z,  =  o, 7^^-=  o^  qui  sont  linéairement 

indépendantes,  on  en  a  ç-  —  w  exactement,  les  q  —  m  dernières,  par 
exemple,  dont  les  premiers  membres  sont  de  la  forme 

>.,  '\' ,  +  .  .  .  -1-  A^  Y/,  -(-  UL,  Z,  +  .  .  .  +   [Aoi^a,- 

On  peut  évidemment  remplacer  ces  «y  —  w  équations  par  les  y  —  to 
équations  de  la  forme 

A,Y, +...-+- ApY^-^o. 

En  choisissant  convenablement  les  équations  Y,  =:  o  (i  =  r,  2.  ...,/?), 
en  en  formant  au  besoin  des  combinaisons  linéaires,  on  pourra  supposer 
que  ces  q  —  w  équations  soient 

(.4)  Y.  =  o,  ....  Y,^=o, 

leurs  premiers  membres  étant  indépendants.  Ces  q  —  tu  équations  for- 
ment un  système  complet,  car  le  crochet  de  deux  d'entre  elles  apj)ar- 
tient  évidemment  à  la  fois  aux  deux  systèmes  Y,=  o,  Z^  =  o  et  est 
fonction  linéaire  de  Y,,  . . .,  Y^^^,.  Désignons  par 

une  solution  générale  de  ce  système  (i4)  dépendant  des  n—  q-r-ta  con- 
stantes arbitraires  'j/,,  ....  '^«_^hw 

iî,,  par  exemple,  est  solution  du  premier  système  (i3)  et  de  (i4)- 
Donc, 

ii.  =  !•.(■«• ,^'W.), 

et,  de  même, 


il..-,=  ¥„_,{W ,MV 


De  même  pour  les  O,. 

Ceci  posé,  (i5)  constitue  une  division  de  l'espace  .r x„  inva- 
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riable  par  G  ;  en  effet,  par  exemple, 

I  I 

car  les  deux  systèmes  d'équations  (i3)  définissent  (')  deux  divisions 
invariables  par  G;  (X,Y,  )  est  alors  fonction  linéaire  de  Y,,  .  . .,  Y^_,^; 
do  même  pour  Y,,  .  .  .,  Y^_^^.  Alors,  considérant  celle  des  multipli- 
cités (i5  ),  T„,  qui  contient  !!„,  il  y  a  un  sous-groupe  (To)  de  G  formé 
des  transformations  de  G,  laissant  T„  immobile.  (T„)  laisse  inva- 
riables l'„  et  Q„  d'après  (iG)  et  appartient  au  groupe  (S„)  commun  à 
(  Po)  et  (Qn  )•  (T„)  a  /•  —  //  -4-  7  —  w  paramètres  et 

/•  -  //  -f-  y  —  co  ^  /•  —  //-!-  ."^  ; 
d'où 

(17)  y  — .v^w. 

Mais  alors,  parmi  les  équations  (i 3),  on  en  aurait  p  -\-  oi'^p  -h  q  —  s 
linéairement  indépendaiiles,  alors  quep-l-  to^  P  -^^  —  ■"''  d'après  ce  i pi  i 
précède.  Donc 

to  -     y  -  .V. 

Ainsi  (i3)  forme  un  système  complet  ([ui  délinit  la  division  <I>. 

Réciproquement,  si(i3)  forme  un  système  complet,  il  définit  évi- 
demment une  division  $  invariable  par  G,  car  les  crochets  (XY  )  et 
(XZ)  sont  des  fonctions  linéaires  de  Y  et  Z. 

Cette  division  $  contient  les  deux  divisions  P  et  Q  et  est  la  pins 
petite  division  multiple  de  P  et  Q. 

Nous  pouvons  donc  dire  encore  : 

Théorème  ^  I.  —  Tout  étant  posr  comme  au  théorème  V,  si 
(   Y,  ^r-  o,  ...,  Y   =  o, 

(     Z,    =  o,  ....  •^y    =  '* 

sont  les  systèmes  complets  d'érjualio/is  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles cjui  déjlnissent  les  deux  divisions  P  et  Q  invariables  par  le 


(')  Lie,  Tlieorie  dcr  TrJ'grup.,  t.  1,  p.  2a 
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groupe  fra/tsitif  Vi,  (a  condition  nécessaire  el  siijjlsante  pour  qur 
l'ensemble  des  équations  (^iZ)  forme  un  système  complet  est  que 
(  P,|)  c/(Qo)  soient  échangeables.  Ce  système  complet  est  formé  de 
p  +  q  —  -'i  équations  indépendantes  sir  —  n  +  s  est  l'ordre  du  groupe 

commun  à  (T*„)  et  (Q,,)- 

VI. 

11  convient  de  donner  ici  (jnclqiics  exemples  d"i\|i[)Ii(ali()ns  des  lliéo- 
rèmcs  précédents. 

1°  Exemple  d'application  du  corollaire  du  théorème  l  .  —  Parmi 
les  exemples  les  plus  simples  qu'on  puisse  donner  de  Tapplicalion  de 
ce  corollaire,  nous  citerons  celui  du  groupe  G  transitif  régulier  de 
transformations  échangeables  p,,  p^i  P.\^  groupe  des  translations. 

Les  équations 

/    \  =  /■  (u)  -^  O    (\-)  -+-  -b    (  O-  ), 

(  Z  =f.^{u)^o,{^^)  +  ■yA^y). 

où  les  y,,  o,,  •]/,  sont  des  fonctions  linéaires,  représentent  trois  familles 
de  plans  engendrés  par  la  translation  d'une  des  droites 

X  =  9(r),  Y  =9,10,  Z=.o,(c), 

\  =  •]/("■).  Y  =  -i/,(\v)'  Z  =  '|,(«-), 

et  aussi  trois  congruences  de  droites  dépendant  de  deux  paramètres 
variables  r,  w,  ou  w,  u,  ou  u,  v  respectivement.  Ces  familles  et  ces 
congruences  constituent  des  divisions  de  l'espace  invariables  par  les 
transformations  de  G,  au  moins  en  général.  Une  des  droites  de  la 
congruencc  c  =  const.,  «•  =^  const.,  par  exemple,  est  laissée  invariable 
par  la  transformation 

\  r^  \  +  la,  Y  =  Y  +  oA.  Z  =  Z  +  ir, 

si 

f{u)  =  oa  -t-/(  /^  -+-  c//). 

f,  (u)  —  ob  -\~  y,  {u-j-ciD.  /.{  u)  —  c  r  -h  f.,  iu-+-  on  ) , 
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ce  qui  détermine  —,  5-,  —  en  lonction  de  11,  c  esl-a-dire  un  sous-srroupe 

'  ou     ou      ou  '  D  1 

de  G  à  un  paramètre.  On  trouvera,  pour  la  congruence  w  =  consl. , 
u  =  const. ,  un  autre  sous-groupe  à  un  paramètre  en  général  :  le 
groupe  H  dérivé  de  ces  deux  sous-groupes  est  à  deux  paramètres, 
puisque  G  est  formé  de  transformations  échangeables.  Sa  transforma- 
tion générale  est  de  la  forme 

X'  =  X  +  ùa,,         Y'  =  Y  +  Se,,         Z'  =  Z  +  oc, 
avec 

/  («)-+-  o  (f)  =  ùa,-i-f  {u  -i-  ou)  -h  9  (r  -I-  ov), 
f,(u)  -+-  9,(r)  —  oI>,-h/,(u  -+-  on)  -h  9,(1' -f-  St')' 
f«{u)  +  92(r)  =  oc,  -h/, (il  -\-oa)  -f-  90(1-  -+-  oc), 

ce  cpii  monlre  bien  cjue  la  transformation  générale  de  H  laisse  inva- 
riable la  famille  de  plans  w  =  const.,  puisque 

(S  oa  \  0(7,  ^ 

oa.,  ^  ^  ou  +  ^  ov, 

rjd  OV  ' 

i\i  ob  N  ob,  ">  ^  oc  ^  cci  ^ 

ou.,  =  V    OW  -+-  -^-  0^•,  OCn  =  ^-  OU  -+-  -^  0^•. 

ou  or  ■         ou  ov 

2°  Exemples  d'application  du  tliéorème  V.  —  Nous  donnerons 
des  exemples  de  cas  où  les  conditions  prévues  au  théorème  sont  réa- 
lisées, et  d'un  cas  où  elles  ne  le  sont  pas. 

Soit  G  un  groupe  transitif;  si  ce  groupe  est  formé  de  transforma- 
tions échangeables  ('),  les  conditions  prévues  seront  réalisées  pour 
deux  sous-groupes  quelconques  (P)  et  (Q)  de  G. 

On  peut  encore  citer,  quand  «  =  3,  le  groupe  T,,,  Too,  T33,  T3,,  T.,,, 
transitif,  à  cinq  paramètres  entre  les  variables  x, ,  x.^,  x^ ,  quand  on  pose, 
avec  Lie,  T,/,.  =  Xjp/,.  Ce  groupe,  cité  par  cet  éminent  géomètre  (-)  dans 

(')  Dans  ce  cas,  G  est  évidemment  régulier,  car  une  transformation  qui  laisse 
un  point  de  position  générale  immobile  doit  laisser  immobile  tout  point  de  po- 
sition générale,  c'est-à-dire  est  =  i. 

(-)    Théorie  der  Trfgrup.,  t.  lit,  p.  117. 

Journ.  de  ilath.  (h'  série),  loine  VII    —   Fasc.  I,  lyoï.  b 
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sa  liste  des  groupes  linéaires  homogènes  à  cinq  paramèlrcs,  esl  tran- 
sitif. Tout  point  x",  a-",  a?"  pour  lequel  x,x.^X3^  o  est  un  point  de 
position  générale  ('),  les  trois  transformations  T,,,  T^j,  T3.,  étant 
prises  comme  linéairement  indépendantes.  On  a 

A  3 1  ^  ''3  /*  1  =  ~r  A  1 1  ? 
■'  1 

.r"  r" 

et  les  deux  transformations  T.,^  —  ^  To^,  Tj,—  '-^T,,  forment  nu 

groupe  K  à  deux  paramètres  laissant  le  point  (x")  invariable  (-).  Les 
crochets  (T/^.T(ji^)  se  réduisent  tous  ào,  iTj,,  iTgo,  les  groupes(P), 
(Q)  obtenus  en  adjoignant  à  K  une  quelconque  des  transformations  T, ,, 
T„2  ont  chacun  trois  paramètres,  et  le  groupe  ($)  dérivé  de  ces  deux 
groupes  a  cjuatre  paramètres.  Aux  groupes  (P),  (Q),  ($)  correspon- 
dent des  courbes  et  des  surfaces  auxquelles  on  peut  appliquer  le  co- 
rollaire précédent. 

Au  contraire,  prenons  un  isomorphe  régulier  du  groupe  à  trois  pa- 
ramètres dont  la  structure  est  donnée  par  les  formules 

(X.X,)  =  o,         (X,X3)  =  o,         (\,X,)^X,. 

On  vérifie  sans  peine  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  (") 
pour  que  cette  structure  détermine  un  groupe  sont  remplies.  X,  et  X3 
déterminent  deux  divisions  P  et  Q  auxcjuelles  ne  s'appliquent  pas  le 
théorème  Y  et  son  corollaire,  carie  groupe  dérivé  de  X,  et  X.,  est  le 
groupe  lui-même. 

Le  groupe  linéaire  homogène  T^,,  T,.,,  T23  est  un  exemple  dun 
groupe  ayant  une  pareille  structure,  car 

(T,.T.3)  =  T,3,         (T,.T,3)  =  o,         (T,,T,,)  =  o. 


(')  Lie,  Théorie  dcr  Trfgrup.,  t.  1,  p.  49 
(^)  Id.,  p.  206. 
(»)  M.,  p.  i-o. 
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Pour  loriiiiiicr,  nous  établirons  ce  théorème  : 

Théorème  MI.  —  Un  groupe  G  dont  tous  les  sous-groupes  sont 
deux  Cl  deux  échangeables  est  intégrable. 

On  pourrait  essayer  de  donner  une  démonstration  directe  de  ce 
théorème  en  s'appuyant  sur  les  relations  entre  les  coefficients  c,^,  qui 
déterminent  la  structure  du  groupe  :  nous  nous  contenterons  de  nous 
appuyer  sur  ce  théorème  dû  à  MM.  Engel  et  Cartan  (  '  )  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  groupe  soit  inté- 
grable est  qu'il  ne  contienne  aucun  sous-groupe  simple  à  trois  para- 
mètres. 

Nous  montrerons  que  G  ne  contient  aucun  sous-groupe  simple  à 
trois  paramètres  en  déterminant  tous  les  types  de  groupes  à  trois 
paramètres  que  peut  contenir  G. 

Soient  X),  Xj,  X3  trois  transformations  infinitésimales  indépen- 
dantes d'un  pareil  sous-groupe  H;  les  groupes  X,,  X,,  X3  sont  échan- 
geables deux  à  deux,  et  l'on  a  (-) 

((X.X,)  =  c.,,X,-i-c.,,X„ 

(19)  (X2X3)    =C,3,X,+    0,33X3, 

(    (X3X,)  =   C3,,X,    +   03,3X3. 

On  peut  toujours  supposer  (^)  X,,  X^,  X.,  choisis  de  façon  que  l'on 
ait  c,o,  ou  c,o2  =  o,  C032  ou  C233  =  o. 

Les  cas  où  0,21  =  0032=0  et  c,22  =  C233  =  o  se  ramènent  l'un  à 
l'autre  si  l'on  permute  X,  et  X3,  et  il  suffit  de  considérer  l'un  d'eux. 

Si  c,22  =  C232  =  o,  ou  si  c,2,  =  C233  =  o,  H  renferme  (')  un  sous- 
groupe  invariant  et  n'est  pas  simple. 

(')  Cartan,  Thèse  de  Doctorat,  p.  io3-io4.  Pour  la  définition  d'un  groupe 
intégrable,  voir,  par  exemple,  cette  Thèse,  p.  44- 
(^)  Lie,  Théorie  der  Trfgrup.,  t.  I,  p.  170. 
(')  Id.,  p.  591. 
(»)  Id.,  p.  261. 
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Premier  cas:  c^.,^  —  Cn^.=  o.  —   (19)  devient 

j  (X.Xj)  =  r,2,X,., 
(20)  <  (X.Xj)^  C233X3, 

(   (X3X,)  —  C,,,\,  -+-  '•3.3^3' 

Les  ideiUilés  connues  de  Jacobi  se  réduisent  ici  à 
^2,)  [(X,X,)X,]  +  [(X,X3:)X,]  +  [^X3X,)X,|  =  o. 

ce  qui  donne 

C,.2(X2X3)  +   Cj33(X3X,)  -H    C3,,  (X.X.)   +   C3,3(X3X,)   =   O, 

ou 

X^Cc.jo    -    C3, 3)0.33+   Co33(C3hX,  +  63,3X3)   +C3,,  0,20X5=0, 

ou  eiiiin 

(22)  C233C3,  ,    =  o  =  Cj,  ,  C,2i;  =   C,  J2C233. 

On  sait  (  '  )  que  ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  la  structure  (20)  soit  celle  d'un  groujîc  à  trois  paramètres.  On  a, 
dans  ce  cas,  grâce  à  (22),  toutes  les  structures  admissibles.  Si  c»,,  =  o, 
il  faut  C3, ,  =  o  ou  c,22  =  o;  alors  il  manque  soit  X, ,  soit  X2,  dans  les 
seconds  membres  de  (20).  et  H  contient  un  sous-groupe  invariant  à 
deux  paramètres.  Sinon,  c^,t  =  o  =  c,.,.,,  et  X3  engendre  un  sous- 
groupe  invariant  de  H.  Donc,  dans  le  premier  cas,  H  est  composé. 

Autres  cas.  —  Quand  c,22  =  C233  =  o,  on  obtient  les  structures 
en  permutant  X,  et  X3  dans  les  structures  précédentes.  Quand 
f,,.,  =:  c..3'.  =  o,  ou  c,oi  =  C233  =  o,  on  obtient  encore  les  structures  en 
appliquant  Tidentité  de  Jacobi. 

(')  Lie,  Théorie  der  Trfgrtip.,  t.  >,  p.  170,  et  l.  II,  p.  297. 
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TROISIÈME  NOTE. 

SUR    LA    CLASSE    DES    GltOlIPES    FINIS    CONTIMS    PRLMITIFS    DE    Tli A>SFOR>LVÏION    DK    LIE. 


Définitions.  —  Il  convient,  avant  toutes  choses,  que  nous  précisions 
un  peu  les  définitions  données  par  Lie  d'un  groupe  transitif  et  d'un 
groupe  plusieurs  fois  transitif  ('). 

On  peut  dire  qu'un  groupe  est  transitif  quand  il  permute  transili- 
vement  tous  les  points  P  n'appartenant  pas  à  une  multiplicité  de  R„. 
Il  sera  A-  fois  transitif  quand  il  permettra  de  remplacer  à  la  fois  A  des 
points  P  arbitrairement  choisis  n'appartenant  pas  à  une  certaine  mul- 
tiplicité par  k  de  ces  points  arbitrairement  choisis.  Un  pareil  point 
est  dit  de  position  générale. 

Cette  définition  équivaut  à  celle  de  Lie  pour  la  transitivité  simple. 
En  effet,  soient 


X,  =  2'-'(^)/^"  '' 


1,-2,    ...,  /■, 


les  transformations  infinitésimales  du  groupe  :  si  les  déterminants  de 
côté  n  du  rectangle 


A  = 


ç.„ 


ne  sont  pas  tous  nuls  identiquement,  on  voit  sans  peine  qu'il  existe 
une  transformation  ii\fînitésiniale  remplaçant  un  point  P  de  position 
générale  a:,, . . .,  ^'npar  tout  autre  point  infiniment  voisin  .r,  +  o/,,  . . ., 


(')  Lie,  Théorie  der  Trfgiup..  t.  I,  ji.  212  et  63 1. 
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x„+  ot„.  Les  seuls  points  pour  lesquels  il  peut  y  avoir  exception  sont 
ceux  appartenant  à  la  multiplicité  obtenue  en  égalant  à  o  tous  les 
déterminants  de  A. 

Au  contraire,  si  tous  les  déterminants  de  côté  n  de  A  sont  nuls,  le 
groupe  possède  au  moins  un  invariant  Q,(x,,  . . .,  x^),  et  les  multipli- 
cités ù  =  const.  en  nombre  infini  sont  invariantes  par  les  transforma- 
tions du  groupe.  G  n'est  pas  transitif  d'après  notre  définition. 

On  pourra  toutefois,  à  l'occasion,  en  vue  de  pouvoir  indiquer  une 
propriété  remarquable  d'un  groupe,  introduire  dans  certains  cas  une 
définition  analogue,  mais  plus  restrictive  :  on  peut  dire  qu'un  groupe 
sera  A-  fois  complètement  tfansitif  quand  il  permettra  de  remplacer  A 
quelconques  des  points  cju'il  déplace  par  A  quelconques  des  mêmes 
points. 

Nous  introduirons  encore  la  distinction  suivante  :  soit  G  un  groupe 
transitif;  il  sera  de  première  espèce  s'il  laisse  invariant  un  certain 
nombre  de  points  ne  formant  pas  une  multiplicité,  c'est-à-dire  ne 
dépendant  pas  d'un  paramètre  arbitraire  au  moins,  de  deuxième  espèce 
s'il  en  laisse  invariant  un  nombre  infini  formant  une  multiplicité. 

Ces  nouvelles  définitions  ont  un  intérêt  parce  cju'elles  permettent 
de  formuler  pour  la  théorie  des  groupes  de  transformations  certains 
théorèmes  d'énoncés  semblables  à  des  théorèmes  de  la  théorie  des 
substitutions  (').  Ainsi  : 

Théorème  I.  —  Quand  un  groupe  G  est  deux  fois  complètement 
transitif,  ou  s'il  est  complètement  transitif  et  si  le  groupe  H  des 
transformations  de  G  laissant  un  point  de  position  générale  de  G 
immobile  est  un  sous-groupe  de  G  transitif  et  de  première  espèce, 
G  est  primitif  {^). 

En  effet,   soit  H  le  sous-groupe  des  transformations  de  G  laissant 


(')  Un  sous-groupe  transitif  d'un  groupe  G  complètement  transitif  qui  laisse 
invariant  un  certain  nombre  des  points  déplacés  par  G  en  permutant  transitive- 
ment tous  les  autres  sera  dit  un  sous-groupe  transitif  de  deuxième  espèce  (de 
première  espèce)  de  G,  si  ces  points  forment  (ne  forment  pas)  une  multiplicité. 

(2)  Comparer,  pour  les  théorèmes  I  à  IV,  Jordan,  Journal  de  Liomille,  1871. 
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invariable  le  poinl  Po(a;",a?°,  ..  .,  x°)  de  position  générale.  Hpermule 
transitivement  tous  les  points  que  G  déplace,  à  part  le  point  ?„  et 
quelques  autres  ne  formant  pas  une  multiplicité,  et  est  complètement 
transitif. 

Supposons  que  G  ne  soit  pas  primitif:  il  laisse  invariante  une 
division 

(i)        9f(j7),  ...,.<•„)  =  const.,  .  . .,  9„_,„(^",,  . . .,  .r„)  =  const. 

de  l'espace  R„.  En  particulier,  toute  transformation  de  H  remplace  la 
multiplicité 

par  une  des  multiplicités  (i).  Mais  H  laisse  Pq  invariable,  en  sorte  que 
cette  transformation  de  H  doit  remplacer  (2)  par  une  multiplicité 
contenant  P„,  c'est-à-dire  par  (2)  elle-même.  (2)  contient  d'ailleurs, 
puisque  G  est  complètement  transitif,  une  infinité  de  points  de  posi- 
tion générale  de  R„.  H  devrait  permuter  exclusivement  entre  eux  tous 
les  points  de  position  générale  de  (2),  et  ne  serait  pas  transitif  et  de 
première  espèce. 

Théorème  II.  —  Si  un  groupe  G  est  k  fois  complètement  transi- 
tif, le  sous-groupe  K  des  transformations  de  G  laissant  t  points 
immobiles  (^  ■<  A)  est  k  —  (  fois  complètement  transitif. 

Théorème  III.  —  Si  un  groupe  G  est  k  fois  transitif,  le  sous- 
groupe  K  des  transformations  de  G  laissant  t  points  de  position 
générale  de  G  immobile  est  k  —  t  fois  transitif. 

Appelons  complètement  primitif  un  groupe  primitif  et  complète- 
ment transitif.  Nous  pourrons  encore  formuler  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Si  un  groupe  G  est  complètement  transitif,  et 
s'il  contient  un  sous-groupe  K  complètement  primitif  de  deuxième 
espèce,  G  est  complètement  primitif. 

En  effet,  en  général,  l'ensemble  des  points  de  position  générale  que 
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G  déplace  et  que  K  laisse  immobile  forme  une  niullipiicité  de  l'es- 
pace R„. 

On  peut  toujours  supposer  K  maximum  parmi  les  sous-groupes  de  G 
qui  jouissent  de  la  même  propriété.  Alors  toute  transformation  »•  de  G 
doit  laisser  K  invariant,  ce  qui  est  impossible,  puisque  G  est  complè- 
tement transitif,  ou  le  transformer  en  un  autre  groupe  K'  tel  que  le 
groupe  dérivé  de  K  et  K',  (K,  K')  soit  complètement  transitif  et  ne 
laisse  qu'un  certain  nombre  de  points  déplacés  par  G  et  ne  formant 
pas  une  multiplicité  immobile,  ce  qui  est  impossible  d'après  le  théo- 
rème I,  à  moins  que  G  soit  primitif  ou  à  moins  que  (K,  K')  =  G. 

Supposons  G  imprimitif  : 

(K,K)  =  G. 

Alors  la  transformation  g,  de  G  remplace  tous  les  points  P  de  posi- 
tion générale  que  K  laisse  invariable  formant  une  multiplicité  E  par 
des  points  tous  déplacés  par  K,  et  E  par  un  ensemble  E'  n'ayant  aucun 
point  commun  avec  E.  Opérons  de  même  sur  K'  avec  toutes  les  trans- 
formations de  G.  Les  multiplicités  E,  E',  E",  . . .  forment  ainsi  un  en- 
semble invariant  par  G  et  constituant  une  division  de  l'espace  invariable 
par  G.  K  devrait  laisser  cette  division  invariable,  ce  cjui  est  impossible 
puisqu'il  est  primitif  (  '  ). 

Remarque.  —  On  pourrait  peut-être  rendre  un  peu  plus  généraux 
certains  des  théorèmes  précédents  :  si  cela  était  nécessaire,  on  le  ferait 
par  des  procédés  analogues. 

II. 

On  sait  que  si  G  est  un  groupe  fini  continu  transitif,  il  contient  des 
transformations  infinitésimales  d'ordre  (-)  i,  2,  ...,  .s-,  et  non  des 
transformations  infinitésimales  d'ordre  ^.s'  -f-  1 ,  6-  étant  un  entier  fini. 
Lie  a  montré  (  '  )  que,  si  G  est  primitif,  on  a 


(')  Lie,  Théorie  der  Trfgrup.,  i.  I,  p.  220. 
(-)  Id.,  p.  607  cl  190  el  suiv. 
{  =  )  Id.,  l.  lil,  p.  3i;i. 
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Sa  démonstration  établit  même  que  l'ensemble  des  transformations 
d'ordre  .ç  du  groupe  primitif  G  forme  un  sous-groupe  R  qui  ne  peul 
être  transitif  si  5>2,  et  forme  un  sous-groupe  invariant  du  sous- 
groupe  Q  des  transformations  de  G  d'ordre  ^i  pour  un  point  de  posi- 
tion générale  P,,.  Il  en  résulte  (  '  )  que  Q  ne  peut  être  primitif  si  s  >  2, 
sans  quoi,  d'après  un  lemme  antérieur  (^),  il  faudrait  que  R  fût  tran- 
sitif, contrairement  à  ce  qui  précède.  Donc,  si  nous  convenons  de  dire 
avec  Lie  que  le  groupe  G  est  de  classe  s,  nous  avons  le  théorème  : 

Théorème  I.  —  Un  gi-oiipc  primitif  G,  tel  que  Venseinhle  des 
transformations  de  G  laissant  un  point  de  position  générale  immo- 
bile forme  un  groupe  primitif,  a  sa  classe  "Si. 

•Corollaire.  —  Si  G  est  trois  fois  complètement  transitif,  sa  classe 
est<2(^). 

Théorème  II.  —  Un  groupe  G,  pour  lequel  les  valeurs  des pai-a- 
mètres  du  sous-groupe  des  transfoi-mations  laissant  un  point  de 
position  générale  immobile  restent  finies,  ne  peut  être  deux  fois 
transitif. 

En  ellet,  soient  G  un  groupe  deux  fois  transitif,  H  le  sous-groupc 
des  transformations  de  G  laissant  invariable  un  point  de  position  géné- 
rale de  G,  5  la  classe  de  G. 

Si  G  et  H  contiennent  des  transformations  infinitésimales  de  classe 
•s  2  2,  on  a 

(3)  X,  =  2'^^'/'^' 

avec 

(0  ^*<=2(-'---^v)(-^.-*-u).^-Lv.+.... 


(')  Nous  croj'ons  que  Lie  ne  l'a  pas  remarqué. 
(-)  Lemme  de  la  deuxième  Note,  p.  3^. 

(')   D'après  le  théorème   I   du    §   L    On    peut  étendre  ce  corollaire  d'après 
théorèmes  l  et  IV  du  §  I. 

Jotirn.  de  Math.   (5«  série),  tome  VII.  —   Fasc.  I,  irini.  9 
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La  transformation  finie  correspondante  est  de  la  forme 

(5)  X-;  =  x.,  ■+■  ^  ^cj,.,  +  -i-  X?,,  + . . . . 

Elle  laisse  invariable  le  point  .rv=  a^\"  ;  considérons  le  point  infini- 
ment voisin  x"  -h  0,"  :  la  transformation  donne 

A  désignant  des  termes  dont  la  somme  est  au  moins  du  deuxième  ordre 
par  rapport  à  0"  ;  donc 

et  la  transformation  (5)  laisse  invariable  tout  point  infiniment  voisin 
du  point  x",  et,  parmi  ces  points,  il  y  en  a  toujours  une  infinité  qui 
n'appartiennent  pas  à  une  multiplicité  déterminée,  c'est-à-dire  qui 
sont  de  position  générale. 

Mais  on  sait  que  le  sous-groupe  K  des  transformations  de  classe  s  de 
H  est  invariant  dans  H.  K  laissant  invariants  d'autres  points  que  le 
point  x"  n'appartenant  pas  à  ceux  que  H  laisse  invariants  doit  se  ré- 
duire à  la  transformation  identique,  puisque  H  est  transitif.  Donc  il 
faut  s^i . 

Ceci  posé,  si  5  =  i ,  le  sous-groupe  H  des  transformations  de  G  lais- 
sant le  point  x"  invariable,  remplace  tout  point  infiniment  voisin  de 
celui-là  par  un  autre  point  forcément  infiniment  voisin,  puisque  /  reste 
fini  et,  par  suite,  n'est  pas  transitif. 

Ces  raisonnements  supposent  seulement  l'exactitude  des  for- 
mules (5)  dans  le  domaine  où  varient  les  coefficients  (  '). 

Soit  Cr  un  groupe  transitif  de  classe  s.  Lie  a  moTitré  qu'on  pouvait 

(')  Comme  exemple  d'un  groupe  où  les  valeurs  des  paramètres  du  sous-groupe 
des  transformations  laissant  un  point  de  position  générale  immobile  restent 
limitées,  on  peut  citer  le  groupe  des  transformations  réelles  de  coordonnées  dans 
le  plan,  dans  l'espace  ordinaire  ou  plus  généralement  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions. 
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toujours  lui  faire  correspondre  un  groupe  transitif  F  engendré  par  les 
transformations 

l...n 

(i  =  \,  2,  ...,«;y  =  i,  2,  ...,nt,), 

et  par  ni.,  transformations  infinitésimales  indépendantes  du  second 
ordre,  m.j  du  troisième  ordre,  ...,  m,  du  s'""^  ordre,  dont  la  forme 
générale  est 

(A-=:  2,3,  ...,.Ç,  l\=  1,2,   ...,/»/,), 

où  les  ^*'  sont  des  fonctions  homogènes  entières  du  /i'f°"^  ordre  de  leurs 
arguments,  ces  transformations  étant  déduites  d'autant  de  transforma- 
tions indépendantes  de  G  par  suppression  des  termes  d'ordre  supérieur 
à  l'ordre  du  terme  d'ordre  minimum. 

Réciproquement,  à  tout  groupe  de  la  forme  F  correspond  au  moins 
un  groupe  transitif  de  classes  ('). 

Cette  propriété  des  groupes  F  peut  donc  donner  un  intérêt  particu- 
lier au  théorème  suivant  qui  leur  est  applicable; 

Théorème  III.  —  Si  un  groupe  F  est  simple,  et  s' il  contient  les 
transformations p^^  p.,,  . . .,  p,^,  il  est  primitif  (-). 

En  effet,  supposons  que  F  ne  soit  pas  primitif  :  il  laisse  invariable 
une  division  de  l'espace  R„  : 

(6)  //|  =  const.,  ...,  ?/„_,„^  const. 


(')  I^iE,  Théorie  der  Tr/griip.,  t.  I,  p.  6o6. 

(^)  Plus  généralement  :  u-n  groupe  transitif  ne  peut  renfermer  de  groupe  régu- 
lier formé  de  transformations  échangeables  que  s'il  est  primitif  ou  composé  avec 
un  sous-groupe  contenant  un  sous-groupe  de  ce  groupe  régulier.  On  a  un  théo- 
rème identique  dans  la  théorie  des  substitutions  (/.  de  Matli.,  p.  29;  iSgS  et 
Bull.  Soc.  Malli.,  p.  86;  1896).     . 
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r  contenant/?, ,  ...,/?„  formant  un  groupe  H,  cette  division  est  invariante 
par  H.  Mais  H  est  transitif  et,  par  suite,  permute  transitivement  les 
multiplicités  de  cette  division;  H  contient  un  sous-groupe  d'ordre  m 
laissant  invariable  une  multiplicité  M,  générale  quelconque  de  la 
division. 

D'ailleurs  on  sait  que  tout  sous-groupe  d'ordre  m  de  H  est  sem- 
blable (  ' )  par  une  transformation  linéaire  au  sous-groupe  p^,  . . .,  p,„. 
Supposons  cette  transformation  effectuée.  Ce  sous-groupe  est  inva- 
riant (-)  dans  H,  et  toute  transformation  T  de  H  le  transforme  en  un 
sous-groupe  laissant  invariable  une  des  multiplicités  (6).  H  étant  tran- 
sitif, cette  dernière  peut  être  choisie  arbitrairement  :  donc  le  sous- 
groupe  p^,  . . .,  /7,„  laisse  invariable  chacune  des  multiplicités  (6). 

L'ensemble  des  transformations  de  F  laissant  invariable  chacune  des 
multiplicités  (0),  forme  alors  un  sous-groupe  invariant  de  F  <  F, 
puisque  F  est  transitif,  et  F  est  composé. 


III. 

La  détermination  de  la  classe  .s  des  groupes  primitifs  de  degré  n  est 
un  problème  présentant  certaines  analogies  avec  le  même  problème 
dans  la  théorie  des  substitutions  entre  n  lettres.  Lie  a  montré  ('), 
comme  on  l'a  indiqué  ci-dessus,  que,  comme  pour  la  théorie  des 
substitutions,  la  classe  s  était  limitée  en  fonction  de  n. 

Les  théorèmes  qui  suivent  révèlent  de  nouvelles  analogies  remar- 
quables et  intimes  entre  les  notions  de  classe  dans  les  deux  théories 
des  groupes  finis  continus  de  transformations  et  des  groupes  de  substi- 
tutions, et  donnent  pour  la  première  une  interprétation  géométrique; 
nous  sommes  toutefois  obligés  de  modifier  un  peu  la  définition  de  la 
classe  donnée  par  Lie. 

On  peut  déduire,  presque  à  titre  de  cas  particulier,  d'un  théorème  de 
Lie  ce  théorème  : 


(')  Lie,  Théorie  der  Trfgrup.,  t.  I,  p.  558. 

C')  Ibid.,  p.  555. 

(')  Ibid.,  p.  387,  par  exemple. 
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Théorème  I.  —  Le  groupe  de  transfonnalions  dérhé  d'un 
groupe  régulier  G  \^c' est-à-dire  à  n  variables  et  n  paramètres  essc/i- 
tiels  (')]  et  de  son  groupe  réciproque  ou  conjoint  Y  est  un  groupe 
primitif  à  la  condition  nécessaire  et  sujjisante  que  G  soit  simple. 

Lie  ne  paraît  pas  avoir  pensé  à  énoncer  ce  théorème,  qui  a  un 
énoncé  identique  dans  la  théorie  des  substitutions  (-),  et  nous  ne 
croyons  pas  inutile  d'en  donner  une  démonstration  directe  et  simple. 

Soient 

(7)  X.,     X„     ...,     X„ 
et 

(8)  Z,,     Z„      ...,     Z„ 

n  transformations  infinitésimales  indépendantes  correspondantes  des 
deux  groupes  G  et  F,  qui  sont  holoédriquement  isomorphes,  et 

(9)  Z,,      Z,,      ...,     Z„,         (m<in) 

un  sous-groupe  M  de  F. 

Les  m  équations  aux  dérivées  partielles 

(10)  Z,  =  o,  ...,  Z,„=o 

sont  indépendantes,  puisque  F  est  régulier,  et  forment  un  système 
complet  à  m  équations,  puisque  (Z^Z,),  (i,j<m),  appartient  à  M. 

Soient  u,,  ...,  «„_„,,  n  —  m  solutions  indépendantes  de  (10).  Les 
deux  groupes  G  et  F  étant  réciproques, 

(X,z,)  =  o      (i,y  =  i,  2, ...,  «); 

en  particulier 

(X,Zy)  =  0         (i  =  I,  2,  . . .,  /?;  y  =  I,  2,  . . .,  w). 


(')  D'après  la  définition  de  Lie. 

(■-)  Voir  Fbattim,  Atti  délia  H.  A.  dci  Lincei  (Rendiconli,  19  marzo  1898) 
et  nos  Ménaoires  ci-après:  Thèse  de  Doctorat,  p.  3i;  Quart.  Journ.  of  Math.. 
p.  119,  1894;  et   Méni.  des  Sac.  étrangers,  t.  82,  n°  8,  p.  53). 
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Donc  le  système  complet  (lo)  admet  (')  toutes  les  transformations 
du  groupe  G,  c'est-à-dire  que 

(il)  XytW5=  W;i(w,,  ...,  M„_,„)  (cr=  I,  2,  ...,«  — ///). 

G  laisse  alors  invariante  la  division  de  l'espace 

(12)     ;/,  =  consl.,  ^/,=  const.,  ...,  f/„_„,  =  const., 

et,  par  suite,  est  imprimitif. 

Le  sous-groupe  M  laisse  invariante  chacune  des  multiplicités  de 
cette  division  :  supposons  M  invariant  dans  F  :  chaque  transformation 
de  r  remplace  chaque  multiplicité  de  (12),  par  une  multiplicité  inva- 
riante par  M,  c'est-à-dire  par  une  des  multiplicités  de  (12);  (12)  est 
donc  une  division  de  l'espace  invariante  par  F,  et  aussi  par  G,  en 
sorte  que  le  groupe  dérivé  de  G  et  F  est  imprimitif. 

Réciproquement,  admettons  que  ce  groupe  dérivé  soitimpriniitif  et 
laisse  invariante  une  division 

(12)     //,  =  consl.,  ;/2  =  const.,  ...,  ;/„_,„=  const. 

de  l'espace.  Cette  division  est  laissée  invariante  par  G  et  F.  D'après  un 
théorème  de  Lie  (-),  on  sait  que  le  groupe  transitif  F  renferme  un 
sous-groupe  M  formé  de  l'ensemble  des  transformations  de  F  qui 
laissent  invariante  une  Up  des  multiplicités  (12).  Il  y  a  une  transfor- 
mation T  du  groupe  transitif  G  remplaçant  Uo  par  une  quelconque  U, 
des  multiplicités  (12),  et  transformant  M  en  un  groupe  laissant  Lî, 
immobile  et  qui  coïncide  avec  M  :  M  laisse  invariante  chacune  des 
multiplicités  (12),  par  suite  est  invariant  dans  F,  qui  n'est  pas  simple. 
Nous  avons  indiqué,  à  propos  du  théorème  correspondant  dans  la 
théorie  des  substitutions,  une  règle  permettant  de  trouver  la  classe 
des  groupes  primitifs  correspondants.  Il  est  remarquable  que  Ton 
obtienne  un  énoncé  analogue  dans  la  théorie  des  groupes  de  transfor- 
mations. 


(')  Lie,  Tlieorie  der  Tr/grup.,  p.  i  |i 
(-)   Théorie  der  Trfgriip.,  l.  I,  p.  48i 
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I^EMME.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
groupe  dérivé  F  d'un  groupe  régulier  G  et  de  son  conjoint  ou 
réciproque  F  renferme  un  groupe  à  un  paramètre,  dont  les  trans- 
formations finies  laissent  invariable  un  élément  de  multiplicité 
plane  à  t  degrés  de  liberté  et  non  à  t  -^i  passant  par  un  point  de 
position  générale,  est  que  G  renferme  une  transformation  infinité- 
simale telle  que  le  sous-groupe  des  transformations  de  G  qui  lui 
sont  échangeables  soit  d'ordre  t. 

En  effet,  conservons  les  notations  précédentes  :  considérons  le 
groupe  transitif  F  dérivé  de  G  et  T.  S'il  y  a  £  transformations  infinité- 
simales indépendantes  de  G  échangeables  à  toutes  les  transformations 
de  G,  c'est-à-dire  communes  à  G  et  F,  F  a  2«  —  £  paramètres  indépen- 
dants, car  on  a  alors,  entre  les  transformations  infinitésimales  de  G  elF, 
î  relations  linéaires  indépendantes  à  coefficients  constants;  si  G  est 
simple,  on  a  £  =  o.  Toute  transformation  infinitésimale  de  F  est  alors 
de  la  forme  g,  y  ou  g  -h  y,  g  et  y  étant  des  transformations  infinitési- 
males de  "•  et  y  respectivement. 

Soit  ^  -H  y  une  transformation  infinitésimale  de  F  laissant  un  poini 
Qo(a;",  . . .,  .r°)  de  position  générale  immobile,  c'est-à-dire  d'ordre  ou 
de  classe  >  i .  Le  sous-groupe  à  un  paramètre  g  -i-  y  laisse  ce  point  im- 
mobile; car,  si 

1 

ses  tranformations  sont 

X.  =  X,-  -I-  -  i,-  H \  i,-  -t- . . . 

'  I    '        1.2' 

avec  (')  E,(x-»)  =  o. 

Admettons  que  t  soit  l'ordre  du  sous-groupe  T  des  transformations 
de  G  échangeables  à  :;■  :  T  sera  engendré  par  /  transformations  infini- 
tésimales 


(')  Lie,  Théorie  de/-  Trfgriip.,  t.  I,  p.  70  el 
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indépendantes;  T  contiendra  g.  Les  transformations  de  T  sont  échan- 
geables à  celles  des  sous-groupes  g-  -t-  y  et  o".  X',,  . . .,  X,  remplacent 
respectivement  Q„  par  les  points  infiniment  voisins  Q,,  Q^,  ...,  Q,. 
Ces  points  sont  distincts;  car,  si  Q,  et  On  coïncidaient,  par  exemple, 
le  produit  de  \.\  par  X!,  '  laisserait  invariable  Q^,  alors  que  G  étant 
régulier  ne  contient  aucune  transformation  -^  i  laissant  un  point  de 
position  générale  invariable  (').  Il  en  résulte  de  suite  que  le  groupe 
g  -\-  Y  laisse  invariables  ces  t  points  et  tous  ceux  de  l'élément  de  mul- 
tiplicité plane  définie  par  ces  t  points  et  par  (-)  Q„. 

Réciproquement,  supposons  que  le  groupe  g  -+-  y  laisse  invariables 
/ -I- I  points  infiniment  voisins  distincts  et  de  position  générale  Qo, 
Q,,  . . .,  Q,  définissant  un  élément  de  multiplicité  plane  à  t  degrés  de 
liberté.  On  aura 


^Q„,Q,^- 

••,Om 

a\,p,.  • 

...P,. 

'Q„.o,.. 

•  -,<.>,. 

i'„.  1\.  • 

■  .A\, 

:)• 


g  et  y~'  étant  ici  des  transformations  finies. 

Il  existe  toujours  dans  G  une  transformation  infinitésimale  g,  rem- 
plaçant Qd  par  Qi,  par  exemple.  La  transformation  g,  est  de  la  forme 


/Q„,  P«,  •■•\ 
'  o,.p.....  /' 


elle  est  échangeable  à  y"',  en  sorte  cpic  P,  =  P,.  Alors  g'/ gg,  est  de 
la  forme 


(^::::> 


(i)  Ou  le  vérifie  de  suite  en  remarquant  qu'une  transformation  laissant  un 
pareil  point  immobile  est  échangeable  aux  transformations  du  conjoint  ou  réci- 
proque, et  se  réduit  à  la  transformation  identique. 

(^)   Si  /  =  1 ,  on  a  un  élément  de  droite  ;  si  /  ^  2,  un  élément  de  plan  ;  etc. 
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c'est-à-dire  coïncide  avec  i,'-,  puisque  (jl  ne  coulient  qu'une  transforma- 
tion remplaçant  (),  par  P,. 

Il  en  résulte  que  les  /  transformations  inlinilésimalcs  i,-, ,  ;,-.,  . . . ,  .;'„ 
remplaçant  Qo  parQ,,  ().,,  ...,  Q,  respectivement,  sont  échangeables 
à  g.  Il  en  est  de  même  alors  de  toutes  les  transformations 


où  <?,,  ...,  <",  sont  des  paramètres  arbitraires.  Les  transformations 
g,,  ...,  gi  sont,  d'ailleurs,  linéairement  indépendantes,  puisque  les 
j)oints  (),,  ...,  (),  déterminent  avec  Qo  un  élément  de  multiplicité 
plane  à  /  dei;rés  de  liberté.  Donc  le  groupe  des  transformations  de  (i 
échangeables  à  o- est  d'ordre  >/.  c.   q.   f.   d. 

Rcjnarque .  —  Le  lemme  précédent  donne  aussi  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  cjue  le  groupe  F  contienne  un  groupe  à  un 
paramèlre  dont  les  transformations  finies  changent  toute  multiplicité 
passant  par  Q„  et  tangente  en  ce  point  à  un  élément  plan  convenable- 
ment choisi  à  /  degrés  de  liberté  en  une  multiplicité  jouissant  de  la 
même  propriété. 

Ce  qui  précède  va  nous  permettre  d"indi(juer  dune  manière  géné- 
rale une  limilc  supérieure  de  /  pour  le  groupe  F,  quand  G  est 
simple. 

En  effet,  il  suffit  d'avoir  une  limite  supérieure  approximative  :  le 
sous-groupe  de  G  engendré  par  les  transformations  g^ ,  g.,^  . . .,  g^  est 
contenu  dans  un  sous-groupe  maximum  H  de  G  d'ordre  ■/],  et  G  est 
holoédriquement  isomorphe  à  un  groupe  G'  de  degré  //  —  tj,  primitif; 
d'après  un  théorème  de  Lie  déjà  cité,  la  classe  de  G'  est  limitée  supé- 
rieurement en  fonction  de  son  degré,  par  suite  aussi  le  nombre  /i  de 
ses  paramètres,  c'est-à-dire  que 

n  —  Y]^ç(«), 

1  étant  une  fonction  qu'il  est  facile  de  calculer.  On  aura  évidemment 
']'{'})  <C  /',  et  '\'(/t)  est  fonction  croissante  de  //. 

Jourii.  de  Math,  (j'  série),  tome  VII.   —  Fasc.  I,   lyoï.  lO 
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<  )ii  ailivcrail  à  des  irsiillals  plus  exacts  on  s'appiivani  sur  les  tra- 
vaux do  MM.  Killing  ol  Carlan  {').  M.  Carlan  a  dotci'iniuo  la  stnir- 
ture  de  tous  les  groupes  simples  :  il  resterait  à  trouver  pour  chaque 
structure  une  limite  supérieure  de  l'ordie  des  sous-groupes  de  chacun 
de  ros  groupes  (-).  Ce  pi-nhlomo  n"a  pas  été,  crovons-nous,  complèle- 
uionl  liaiti''  par  MM.  Killing  ol  Cartan  (M.  Nous  n'insisterons  donc 
l)as. 

Nous  nous  contenterons  (riu(li(juor  oo  qu'on  oluionl  (piaud  G  ost 
isomorphe  au  groupe  pi'ojoclii'  gonoral.  Alors  (^  '  )  n  =  p(p  -+-  2  ),  et 


'''i^pip  -i-  i  )  —  n  —  p  —  N  -i-  i  —  \  /i  -h  I  . 

Le  Icmme  précédent  est  inq)orlan(,  parce  (ju'il  jtormot  di'  Irouvoi 
la  classe  du  groupe  F. 

,  Considérons  d'une  manière  générale  un  groupe  K  do  transformations 
do  classe  .9;;^  i.  I']  ronroiuio  une  Iraiisformalion  iullnili-sirualo 

laissant  le  point  Q„(  j:'",  .r",  . . .,  x"^)  de  position  générale  ininiid)ile.  Si 
X  est  de  classe  (^ou  d'ordre  )  1 .  on  a 

H,-  =  ^v  g\^  ( Xv  —  .r"  )  + . . .  ; 
1 

si  X  est  de  classe  >  2,  on  a 

"  I . . .  n 
'■'■  '■=  ^  s'rA-^-'  -  -^'v  )  (-^'-^  -   r'^J    -h.... 

Le  point  (^,  do  coordonnées  ./;,"  -|-  'Ç^  (^v  ^=  i,  ■_'.,  ...,//),  est  rtMuplacé 


(')  Foj/' Cartan,  Thèse  de  Doct. 

(-)  C'est  encore  là  une  lecliereliL-  ijui  pourrall  faire  partie  dune  Thèse. 

(  ')  Cautax,  loc.  cil.,  p.  /48. 

(*)  Lie,  Théorie  der  Trfgrup.,  t.  I,  p.  55.")  et  5G4- 
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par  le  point 

x\  =  x"  +  r„ -^clJ .r"  +  c)  +  —  X H,  + .  . . ; 

'Cv  •'■laiil  inliiiiiiu'iil  pclil,  si  liiii  opère  sur  ce  poinl  une  Iransl'oriiialioii 
finie  du  groupe  X. 
Or 

^,Cx +  ::)  =  H, +  Vv-^r. +-.... 

I 

Si  X  est  de  classe  r ,  H,(x"  +  l)  serait,  pour  au  moins  une  valeur  de 
/,  de  Tordre  de  "(,,  . . .,  '(,„,  quand  on  suppose  que  Cm  •  •  •>  C  ne  sont  liés 
par  aucune  relation  linéaire.  Toute  transformation  finie  de  X  remplace 
le  point  ,("-1-  'Ç  par  un  point  infiniment  voisin  difl'ércnt  en  général;  ce 
point  ne  peut  être  laissé  immobile  par  cette  transformation  que  s'il 
existe  entre  les  "(,,  . . .,  '(„  certaines  relations  linéaires.  Par  conséquent, 
à  une  transformation  ,4'  ■+ y,  de  classe  i  de  F  ne  peut  correspondre  une 
transformation  pour  laquelle  /  =  n. 

Mais,  si  X  est  de  classe  ^  2,  à  des  ([nantîtes  près  du  deuxième  ordre 
toute  transformation  finie  du  groupe  X  laisse  invarialjle  le  point  (^, 
c'est-iWlire  tout  point  infiniment  voisin  de  Q,,.  Appliquant  ceci  au 
groupe  F,  on  en  conclut  (pie  F  ne  peut  renfermer  d'autres  Iransforma- 
lions  infinitésimales  1;  +  y  d'ordre  'i  2  que  celles  pour  lesquelles  l^=ii, 
et  ^^'' est  échangeable  à  toutes  les  transformations  de  G  :  alors  ^'  -l- 7 
appartient  à  F  et  est  de  classe  o. 

TiiÉoiiKME  II.  —  Le  groupe  F  dérivé  d' LUI  groupe  régulier  (i  el 
de  soi>  conjoint  ou  réciproque  T  est  de  classe  i  pour  tout  point  de 
position  générale,  quand  G  ^T,  el  o  si  (î  =  F,  c'est-à-dire  si  (i 
est  formé  de  substitutions  échangeables. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  vérifier  ce  qui  précède  sur  un 
exemple. 

Prenons  le  groupe  (i'  [irojectif  général  à  un  paramèti'c,  (jui  est 
simple.  Il  est  engendré  par  les  transformations 

(iJ)  X   — 

^  '  1-1-  n.   !■ 
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Considérons  ccllo  lianst'ornialion  S  el  la  Iransf'onnalion  T 

X    —   p^— p- 

1  H-  o^œ 

iNous  aurons 

_„ ^i(»  +/7.vr)  +  b,{a^-\-  a,.ï)  o',  -+-  ri',  .r 

I  +  rtj.r  -i-  ^3 ( «i -+-  cu_x)  \  ^  a'^x 

On  en  conclut 

,        b,  +  b,a, 
«.  = 


^     ^  '      -  I -r- /î'sa, 

«,=      — -7-— '• 

Ce  sont  les  transformations  du  premier  groupe  des  paramètres  (  ') 
du  groupe  projectif  général,  que  nous  prendrons  pour  G. 

On  obtiendra  les  transformations  du  deuxième  groupe  des  para- 
mètres de  G'  en  permutant  a  et  b  dans  les  formules  précédentes;  ce 
sont 

j       ,         «1  -V  o,b. 


(l'^) 


' 

i-ha^bi  ' 

Cl'., 

a\b3+  a^b. 

1  +  «36, 

/^jH-  «363 

I  4-  a-,b. 


Nous  le  prendrons  pour  F;  les  deux  groupes  (14)  el  (i3~)  sont  régu- 
liers, et  l'un  est  le  conjoint  ou  réciproque  de  l'autre. 

Formons  leurs  transformations  infinitésimales  :  en  remarquant  ipie 
la  transformation  identique  du  premier  groupe  correspond  à 

A,   =   /^j  ^   (),  ^>2  =    I) 

et  posant  />|  =  W|,  bj  =  co,,  ^2=  '  -+- tOj,   co,,  (o.,,  co,,  étanl  iuliuimenl 
(')  Lie,  Tlieorie  der  Trfgrup.,  l.  1,  p.  l^o\. 
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pelits,  on  oblicnt  les  transformations  infinitésimales  de  G 


(,G) 


I  =   f'-P,  -    «,  (ft,P,   +  ('2P2  +  «3/^3)- 


On  vérifie  sans  peine  que  ces  trois  transformations  engendrent  un 
groupe  isomorphe  au  groupe  projectif  général  à  un  paramètre. 

On  obtient  les  transformations  infinitésimales  de  F  en  remarquant 
que  (i5)  se  déduit  de  (l'i)  par  la  substitution  ( l)J).^)(a,a^)[a\a.^): 
ce  sont  donc 


(■7) 


=  (',p.,^p,,        Y2  =  a,/j, -f- «3/?,, 
=  »2P,  —  f'i{('iPi  +  "iPi  -+-  a^p.,). 


On  vérifie  directement  que  les  transformations  (17)  sont  échan- 
geables aux  transformations  (16).  Ces  six  transformations  infinitési- 
males sont  indépendantes  et  d'ordre  o  (');  le  groupe  primitif  F  des 
transformations  (16)  et  (17)  est  donc  de  classe  ^  i  pour  tout  point  de 
position  générale. 

On  le  vérifie  sans  peine;  en  effet,  sinon  on  pourrait  former  une 
combinaison  linéaire  à  coefficients  constants  des  transformations  ^■ 
et  Yj  ^ip,  -+-  ^2^2  +  ^iP.)  telle  que  ^,,  ^,,  ^3  ne  contiennent,  pour  un 
j)oint  a",  a",  a"  de  position  générale,  aucun  terme  des  degrés  o  et  i 
en  a,  —  a",  a^  —  a",  a.^  —  a". 

On  aurait 

?!  =  (',      -h  Cna,.   — c^a]      -h  e^(a.2  ~  a,a.j), 

ç,  r=  c,  «3 -I- Corto    — t';, a,  rtj -I- e,, a, -f- c-f/o    —  c^cL^a.^, 

^3  =  e.,(ao-  a,a,)  ^e,      -^c,a.,    -  c^ a; . 

^,,  ia»  ^3  devraient  s'annuler  ainsi  que  leurs  dérivées  premières 
en  a,,  a,.  «3  pour  a,  =  a",  a.,  =  a",,  a^  =  a",  ce  qui  donne 

(',  =  (',  =  o^  =  C,  =  ('5  —  t'c  =  o. 
La  condjiuaison  linéaire  est  donc  inq:)Ossible. 

(')   Sauf  pour  les  poiiils  du  paialioloùle  «., —  a,  «3  =  0. 
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De  |)Ius,  ici  /  =  !.  V  ne  l'crifiTiiic  ituciiii  i;iT)iij)r'  à  un  [laïaiiirlrc 
(loiil  U's  Iransfoi-iiialinns  liiiics  laissciil  iii\  aiialili'  un  iMi''uii'ul  de  jihiu 
passant  par  un  |>(iinl  (|ui'lc'on(jue  do  position  i;énéralc. 

Nous  avons  \  ii  loiil  ,'i  l'heure  (pic,  si  X  est  d'ordre  >2,  les  transfor- 
mations finies  (lu  f;roupe  X  laissent  invariable  tout  point  Q  intininieni 
voisin  du  point  Q,,.  aux  infiniment  ])etits  pr(''s  du  deu\i(!'me  ordre. 

Plus  gcntralomenl.  si  X  est  d'oidrc  >  Tj,  les  Iransformalions  finies 
du  groupe  X  laissenl  invarialile  le  point  (>,  aux  infiniment  pdils  près 
du  -/■/'■'"*  ordre. 

(]eci  peut  sinlerjirc'li'r  gi'oniéli'i(piemenl  ;  considt^Tons  une  courbe 

(i8)  x,  =  o,{t),  ...,         .r„=o„(/), 

passant  par  le  point  (^)„  qui  correspond  k  (  —  o,  et  prenons  dessus  un 
point  infiniment  voisin  correspondant  à  t  =  i,.  On  aura,  en  posant 

■•r/+"G=9/(/), 

.-^     UJ-.j  >  .«—     û.r.,      '         ^d        i).t\  OVr,  P 


Lcnsemble  des  termes  de  ce  d('\el(i|)pemeut  de  degré  A  en  Z,,  .... 
'C„  est  un  polynôme  entier  dont  les  coellicieuts  contiennent  en  facteur 

les  dc-rivées  a"""'  de  ?,  pai'  ra])jiorl  à  .v r„.  Dt^ic,  ]iour  .c,  =  ./•". 

.  . .,  .r„  =  x",  les  ternies  de  E,(  .c,  -+-  d ,  •  •  • ,  f»  -t-  C»)  sont  de  degix-  >  r, 
en  'Çf,  ...,  'Ç,,.  Alors,  la  transformation  finie 

X..  =  X.,  -+-  cz.,-\ X  Cv  -H  , . . , 

'  .  1,2  ' 

remplace  le  jioint  .r"  -^  X.,,  par 

a,\"  =  or-,"  -f-  L.,  -H  t^Çv(,-i"v  +•  "Cv)  H T  XH^(  „f"  -h  ^^~)  H- 

<)r.  si  les  termes  de  H^  sont  d'ordre  ^ y)  en  x,  —  .r" ,   ceux  de  X?v 
sont  d "ordre ^'2  ^j  —  ' ,  ceux  de  X-H^  d'ordre  ^3y)  —  2,  . . .,  c'est-à-dire 
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irordre  >  i  si  r,  =  i  cl  >•(]  si  rj>  i .  Dès  lors 

aux  inliniincnl  pclils  près  d'ordre  ■/;-+-  i ,  ra,,  olant  un  polynôme  lioiiio- 
i;ène  de  dej^ré  r;  en  I,,  •  •  -,  "Cv,  ind('-|)endanl  de  r-  si  r]  >  i .  Si  -r]  =  i ,  on 
aura  encore 

.,..;"  _  (,,-,;;  +  r^  )  =  b,,'Ç,  -f- . .  .  +  l->,rXn==^rr>^o„,{^r), 

h 

où  G3/i  ne  dé[)cnd  (  ')  pas  de  c  cL  esL  linéaire. 


(I)   Quand  T,  =  1,  j:',"—  (a-ï+Çv)  i"^'  |>eiil  èlr.-  .r^nlre  Mipriiciii    au    premior 
que  si  ;v(.i-"+ï)  l'esl  :  on  le  voil  en  |MeiKuU  c  suflisaininenl  |)etlt,    mais  fini.  Si 

;v(x)  =-.V,  i,.,,(.r,  -  .iT)  +  ...,       l,{.v''+i.)  ^^gi,-Çi+  ..., 
1  ' 

et  il  faiil 

aux.  iiifinlinenl  pelils  près  du  deuxième  ordre. 

Hèeipro(pieiiienl,  si  (18  /^/,v  )  a  lieu  pour  v  —  1  ,  3, n,  d'après  les   è(iuali<)ns 

x.^^V^,4k,        x^.,  =  V^,^^,        .... 

<pii  ,uU  lieu  aux  iuliniineut  petits  |)rès  du  deuxième  ordre,  on  a 
et  x'y"  —  ( j:-;  +  Çv)  est  du  deuxième  ordre  et  de  la  forme 

avec 

V,  „    ' 
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Exéciilons  alors  la  Iransfonnalioii  liiiic  \  sur  la  combe  Ci  S). 
(^elle-ci  osL  transfoniiée  en  une  courbe  passant  par  le  point,  ()„.  Le 
point  infiniment  voisin  Q  ou  <+-"  de  Q„  est  transform/'  en  un 
point  x'"  tel  que  ./.•;;'  —  (.ri;  +  'Ç,)  soit  du  r/""''  ordre  au  moins.  Donc  la 
distance  des  deux  points  sera  au  moins  du  r/'""'  ordre,  et  Ton  peut 
dire  : 

5^  u/ic  tranaformalioii  injiiulrsiiiialc  X  csl  lU ordre  >■/]  poin-  ii/i 
point  Qo  de  posilioii  générale,  les  Iransfonnations  finies  du 
groupe  X  changent  toute  courbe  passant  par  le  point  Q„  en  une 
courbe  ayant  en  ce  point  avec  la  première  un  contact  (V ordre  y]  —  i 
au  moins. 

11  reste  à  voir  à  quelles  condilions  ce  contact  sera  exactement 
d'ordre  "/;  —  i .  Il  faudra  d'abord  pour  cela  que  X  soit  exactement 
d'ordre  V].  Ce  n'est  pas  tout  :  pour  une  valeur  au  moins  de  v,  x'^ — (^"-t-Q 
devra  être  de  l'ordre  de  'C^'.  si  Ton  suppose,  par  exemple,  X,>X,„^...^X,„. 

L'un  des  polynômes  ct^(v  —  1,2 //  )  au  moins  clevra  donc  être  de 

l'ordre  de  T^.  11  n'en  pourra  être  autrement  que  si  l'on  a  simultané- 
ment, aux  iiiliuiniiiit  petits  près  (Lordre  Tj  +  i , 

(19)  îTï,  =  tTTo  =. .  .=  ra„  =  o. 

Ceci  ne  poiii  la  avoii'  lieu,  d'après  ce  (pi'ou  vient  de  dire,  que  pour 
des  valeurs  de  w,,  . , .,  'Ç,  liées  par  n  relations  liomogènes;  si  ces  rela- 
tions sont  indépendantes,  elles  seront  inconq^atibles;  si  elles  ne  sont 
pas  indépendantes,  les  équations  (19)  seront  celles  d'une  multiplicité 
ayant  avec  ses  transformées  par  les  transformations  finies  de  X  un 
contact  d'ordre  r,.  Cette  multiplicité,  composée  de  droites  passant 
par  Q„,  existera  toujours  dès  qu'une  des  expressions  H,  ne  renfermera 
pas  de  termes  de  degré  Tj  en  x,,—  .r". 

Nous  en  concluons  le  théorème  suivanl  : 

Theohème  III  (^'  ).    —    La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
(')   Bien  que  ce  liiéorèine  soil  sans  doiile  coniui  en   loul  ou  en  iiailie,  nous 
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que  la  tiriiis/oj-inatloii  iiifi.nilésinialc  \f  soit  d'ordre  Y]  poi/r  un 
poiiil  (^)„  (le position  s^e/te/rile  est  que  les  IransforinatioDS  finies  du 
groupe  X  cliani^i'ut  toute  courbe  passant  par  ()„  en  une  courbe 
ayant  avec  la  pren/iè/'c  en  ce  point  un  contact  d'oi'dre  -q  —  i . 

Le  contact  ne  sera  d'ordre  plus  élevé  que  si  la  courbe  a  en  Q„ 
un  contact  d'ordre  ^  ï]  avec  une  certaine  multiplicité  passant  par  Q„, 
qui  dépend  de  \/,  et  qui  peut  ne  pas  e.rister. 

Dans  le  cas  où  •/]  ^  i ,  le  conlacl  d'uno  courJje  C  passant  par  Q,,,  vl 
de  sa  Iraiisforinée,  en  (^„,  sera  d'ordre  o,  c'est-à-dire  que  les  deux 
courbes  ne  sei'ont  pas  langenles  en  général;  mais  il  sera  d'ordi'c  i  et 
elles  seront  tangentes  si  la  courbe  C  est  tangente  en  Qo  à  une  certaine 
multiplicité  plane  cpii  peut  ne  pas  exister.  L'élément  de  cette  multi- 
plicité plane  qui  passe  en  (^„  peut  donc  être  considéré  comme  inva- 
riant par  les  transformations  finies  de  X.  Nous  avons  vu  un  exemple 
de  celle  remarcjue  à  propos  du  théorème  II  et  du  lemme  précédent. 

Ce  tiiéorènie  conduit  à  une  interprét;ition  intéressante  de  la  classe 
d'un  groupe.  I']n  ce  ipii  coiicm-ne  les  groupes  primitifs,  on  peut  for- 
muler un  théorème  de  Lie  (  '  )  ainsi  qu'il  suit,  à  titre  de  corollaii'c  du 
théorème  précédent  : 

Corollaire.  —  Lhi  groupe  fini  continu  primitif  de  degré  n  ne  con- 
tient aux  environs  du  point  cb;  position  générale  Q„  aucune  transfor- 
mation infinitésimale  X  telle  que  les  transformations  finies  de  X 
changent  toute  courbe  passant  par  Q„  en  une  courbe  ayant  avec  elle 
en  ce  point  un  contact  d'ordre  supérieur  à  in.  S'il  est  de  classe  s  aux 
environs  de  Q„,  il  contient  au  moins  une  transformation  infinitési- 
male X  telle  que  les  transformations  finies  de  X  changent  toute  courbe 
générale  passant  par  Q„  en  une  courbe  ayant  avec  elle  en  ce  point  un 
contact  d'ordre  s  —  i. 

D'après  ce  qui  précède,  on  pourrait  classer  les  transformations  d'un 

l'avons  indiqué  parce  qu'il  est  la  suite  naturelle  de  ce  qui  précède  el  à  cause  de 
son  corollaire. 

(')    Tl^eorie  (ter  Tr/^riip..  t.  lit,  p.  3i3. 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  VII.  —  Fasc.  I,  igoi.  I  I 
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groupe  non  seulement  en  tenant  compte  de  la  classe  de  Lie,  mais 
encore  du  nombre  l  de  degrés  de  liberté  de  (19).  On  pourrait  appeler 
classe  géométrique  du  groupe  le  symbole  (s,  0),  si  0  est  le  nombre 
maximum  de  degrés  de  liberté  des  multiplicités  (19)  correspondant 
aux  transformations  de  classe  s  de  G. 

D'après  ce  quon  a  vu  dans  le  cas  du  théorème  II,  ce  svmbolc  peut 
avoir  des  rapports  plus  intimes  que  la  classe  de  Lie  avec  la  classe  des 
groupes  de  substitutions  (  '  ). 

Ce  n'est  là  qu'une  indication  (|ui  pouirail  être  utile  ultérieurement. 


(')   Plus   exactement,    si   it   est  le  degré  d'un   i^ronpe  de  substitutic 
classe,  ce  serait  avec  le  nombre  /(  —  11  :  nous  ninsislons  pas. 
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S//r   un.   t/icuremc   de  AI.    Diihem  ; 
Pak  m.   Pail  SALREL. 


M.  I  )iilioni  a  donné  dcrnirrenient  (  '  )  nne  importanlo  généralisalion 
dun  lliéorèino  bien  connn  de  Glcbsch.  Je  \oudi'ais  indiquer'  une  dé- 
nionstralion  ijui  conduit  très  siniplenienl  au  théorème  de  M.  Dulieni. 

Considérons  les  trois  équations  siniullauées  au  dérivées  partielles  : 

I   /(  //  )  +  ii(\u)  4-  '^~  h{'7)  =  o, 

/(\v)+  -(A«')4-  ii//,(>)=o. 
Dans  ces  ccjuations,  ii,  r,  w  sont  des  fonctions  de  -c,  y,  z,  /; 

(-)  /=a„  +  a.^  +  a4+...4-a„|1, 

A„,  A|,  . . .,  A„  étant  des  constantes; 

,  , ,  au  Or         (}u' 

^  '-  Ox  à  y  dz 

(  '  )  P.  DuHEM,  Sur  la  généralisation  d'un  théorème  de  Clebsch  {Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  5"  série,  t.  VI,  fasc.  II,  p.  2i5;  1900). 
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cl   i,''  l'L  //  soiU  deux  ojx'TatiMirs  liin'aii'cs  ([iii'lcoïKiiies  à  coi-tTicioiUs 
conslanls. 

Des  équations  (i)  on  ohlienL  l'acilcinciil 

(.5)  /(7)+-(i^)+/M,As)  =  o. 

M.   Diihem  appelle  celte   équation  Vcqiiation  an  r  (lilalalioiis  et   il 
récrit  sous  la  forme  abrégée 

(fi)  (0(cr)=:O. 

Désignons  par  w  une  ({uelconque  des  expressions 

Jir        ch'       Ou        d^v       c)f        Ou 
dy         dz'      àz         à^r       Ox        Oy 

On  (il)lient  facilement  des  éipiations  (i) 

(:)  Aco)+-(Aw)=--o. 

,M.  Duheni  appelle  cette  équation  Véqiialiun  aux  rolations  et  il  lécrit 
sous  la  forme  abrégée 

(8)  iR.(co)=0. 

Le  tliéorème  de  M.  Dnliem  est  le  suivant  : 

Toute  sulution  u,  v,  w  des  ('qualions  (\)  peut  être  mise  sous  la 

forme 

I  OF        OR        OQ 

L  Oj:  Of  Oz 

,    .  ^  OF         ÔP         Ol\ 

(9)  j  '  =  ôi-'^  in. -or.' 

I        _  OF        OQ  _  OP 

\  Oz        O.c        Oy 

F  étant  une  intégrale  de  l'équation  aux  dilatations  (fi),  et  P,  Q,  R 
trois  intégrales  de  l'équation  aux  rotations  (8),  ces  fonctions  étant 
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de.  plus  liées  par  la  relntio/i 

(\o)  T"  +  -r  +  1"  =  '>• 

Pour  cl(''iiiontrer  ce  tliéorèmc,  posons 
I  'M' 

I  à<i> 

(.1)  "  =  5J-+''' 

i/,  r,  vv  étant  une  solution  donnée  dos  é(iuations  (  i).  Des  équalions  (  i  i  ), 
on  tire  immédiatement 

(12)  !T  =  A<I>  +  cr', 

où  Ton  a  posé 

„  ,       On'        <)i''        (Jiï'' 

^      -'  d-x         à  y         (jz 

Si  dans  les  équalions  (i)  nous  substituons  les  valeurs  de  ii,  r.  «■ 
données  par  les  équalions  (i  i),  nous  trouvons 

.a(,/^+,4.aX<I>)+^A(.')-o, 

(■4)  {^^('■')  +  |;^X$)+^/'(^')-o, 

a(^v')  -h  ^  .0  (tl>)  +  -jz^'i  ^')  =  o- 

Choisissons  maintenant  la  fonction  »I>,  de  façon  (jue  l'on  ail  en  même 
temps 

(15)  7'=0, 

(16)  cO(<I»)=o. 
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Ij  ("(iiialioii  (  I  ■-'.  )  iiDus  iiioiilic  (|ti('  nous  pouvons  remplacer  ces  condi- 
lioiis  par  les  suivantes, 

(17)  Acl>  =  ^, 

(18)  (D(cI))-_.  o. 

S'il  est  possil)ii'  de  Irnuver  une  fonction  <l>  cpii  satisfasse  à  tes  deux 
conditions,  et  nous  nionlrerons  plus  tard  qu'un  tel  choix  est  possible, 
les  équations  (11)  délerniineront  «',  c',  w'  et  les  é([uations  (i4) 
mnnireiit  que  l'on  a 

1      A(«'_):=0, 

'  a(w')=  o. 

Les  fondions    //' ,  r',  tr'  étant   ainsi   déterminées,  nous  délinii-ons 
maintcnani  trois  nouvelles  fonctions/),  q,  /par  les  équations 

(20)  A/j -I- //' ==  o,         Ay  +  f':^o,         \r-hw'=o, 

(21)  .îV(//)  =  o,  s\{q)=o,  A(r-)=o. 

La  démonstration  par  laquelle  nous  montrerons  (pie  les  é(juations(i-) 
et  (18)  sont  compatibles  s'applique  également  au\  écpiations  (20) 
et  (21);  les  fonctions  p,  q,  r  sont  donc  déterminées. 

La  jMvmiére  des  équations  (20)  peut  s'éi-rire  sous  la  forme 

,  .    ,  i)    1  on         ô'i         Or\         0    I  Oii         ôp\         ô  1  dp        ôr\ 


Si  donc  nous 

posons 

(22) 

CD..  ÙL  +  <^/  +  <^ 

O.v         ()y         ()z 
p  _  àr         0,1 

Oy      Oz' 

„  _  Jv   _  dp 
*^^  O.r  ôv' 
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nous  aurons 

^     '^  oj-        Or        d: 

et  deux  équations  analogues  pour  v'  et  u''.  Si  nous  portons  ces  valeurs 
de  u',  v',  \v'  dans  les  équations  (i  i)  et  si  nous  posons 

(25)  F^O-a»', 
nous  aurons  enfin 

()F  dVy  àÇ) 

<  =   -y-    +   -y-    —    ~  > 

c/x         cl  Y         d; 

(26)  '    ('  =  —  +  - -, 

^        ^  I  ûv  dz  (Jj: 

I  ,}F        clQ        ,W 

\  az         dx        dy 

F  est  une  intégrale  de  Féqualion  aux  dilatations,  c'esl-à-dire  que  Ton  a 

ffi(F)  =  (D($;  -  (0(<I)' )=  o. 
l']n  •■il'et,  ré(]uation  (18)  montre  (pie 

(0  (<!))=  o. 

De  plus,  les  définitions  (5)  et  (7)  de  (0  et  de  A  nous  permettent  d'écrire 

(0($')  =  ;îl(<I)')+/<(A<I)). 
Alors  les  équations  (22)  et  (21)  montrent  que 

tandis  que  les  équations  (22),  (20)  et  (i5)  monti-ent  que 

^^=-[dJ-^dJ-^-d7)  =  "- 
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(-d($')=o 

cl  1'"  est  liieii  une  iiilri^talc  de  l'i'fjuiilion  aux  (lilalalimis. 

P,  Q,  |{  sont  des  intégrales  de  l'équation  aux  rotations,  comme  le 
montrent  immédiatement  les  équations  (aS)  et  (ii).  De  plus,  les 
(''(|Uiitions  (23)  mon  lient  que 

(}1'        <)Q        ÛR 
()r  Or         Oz 

La  généralisation  du  ihéorènie  de  C^lebsch  est  ainsi  établie  si  les  équa- 
tions (17)  et  (18),  ainsi  que  les  équations  (20)  et  (21),  sont  compa- 
tibles. 

l'dur  eonq)léler  notre  démonstration,  il  faut  donc  montrer  (jue  Ton 
peut  trouver  une  i\)nction  tl>,  telle  que 

(17)  AO  =  (7, 

(18)  Li)((^)^0, 

■7  étant  assujettie  à  la  condition  (G), 
(6)  (i)(a)=o. 

Soit  (j  une  fonction,  telle  que 

AG  =  '7. 

Léqualion  (17)  nous  montre  (pie  tl'  ne  |)eut  dillV'ier  de  (î  (pie  |)ar  une 
fonclion  barm()ni(pie  que  nous  désignerons  par  II.  Nous  pouvons 
donc  poser 

(27)  $=G  +  H. 

11  faut  maintenant  déterminer  la  fonction  harmoni([ue  II,  de  telle 
façon  que  Féquation  (18)  soit  satisfaite.  Si  nous  substituons  la  valeur 
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do  <I»  donnée  par  Féquation  (27)  dans  l'équalion  (18),  nous  aurons 
(■28)  tD(G)+LO(II)=  o. 

Comme 

AG  =1, 

nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  (G), 

AcD(G)=ù)(7)=o. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

(P(G)=9, 

o  étant  une  fonction  harmonique.  D'autre  part,  comme 

tD(II)^/(II)+  -(AII)+A(AII) 
et  que  II  est  harmonique,  nous  aurons 

C0(II)=AII> 

L'équation  (28)  devient  donc 

(29)  /(II)4-?  =  o, 

ou  bien,  en  se  rappelant  la  défuiilion  (2  )  de  /", 

(30)  A„H  +  A.^+A,^^...+  A„-^-+9  =  o. 

Il  reste  donc  à  démontrer  cpie  l'on  peut  trouver  une  fonction  harmo- 
nique H  qui  satisfasse  à  l'équation  (3o)  dans  laquelle  o  est  une  fonc- 
tion harmonicpie  donnée.  IM.  Duhcm  a  donné  de  ce  théorème  la  dé- 
monstration suivante  (')  : 

Si  pour  /  ;=  o,  on  choisit  arbitrairement 

TT      ^       ^  <^"~'" 

'      ât  '      Ot-  '      ■■■'      àt'-'  ' 

(')  Loc.  cil.,  p.  2.33. 
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loqualion  (3o)  et  les  équations  que  Ton  obtient  en  diiïérentiant  celle 
équation  par  rapport  à  t  donneront  les  valeurs  pour  /  ^  o  des  dérivées 
d'ordre  supérieur  à  //  ~  i .  Do  plus,  comme  o  est  harmonique,  on  a 

A„AlI  +  A,A-+...+  A.A-^^  =  o. 
Si  donc,  à  l'instant  /  =  o,  on  prend  pour 


H, 


àt  di-  Ot"~ 


des  fonctions  harmoniques  quelconques,  on  voit  que  les  dérivées 
d'ordre  supérieur  k  n  —  i  sont  aussi  pour  /  =  o  des  fonctions  harmo- 
niques. Ainsi,  tous  les  coefficients  du  développement  de  H,  en  série 
de  puissances  de  /,  sont  des  fonctions  harmoniques;  pour  toutes  les 
valeurs  de  ^,  H  est  donc  une  fonction  harmonique  et  Ton  a  ainsi  une 
fonction  qui  satisfait  aux  conditions  données. 

La  démonstration  par  laquelle  nous  venons  de  démontrer  que  les 
équations  (6),  (17)  et  (18) 

(0(0-)=  o,  A<I>  =  7,  ,0  (<!>)=(), 

sont  compatibles,  s'applique  aussi  bien  aux  équations  (19),  (20)  et  (21) 

^n.(M')=o,        i/>+?/'=o,        a(jo)=o. 

Cette  remarque  termine  la  démonstration  de  la  généralisation  du 
théorème  de  Clebsch. 
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Notice  sur  M.   Ch.    Hermite; 
Pau  m.   C.  JORDAN. 


L'École  matli('mali([ue  française  vient  de  perdre,  en  la  personne  de 
M.  Hermite,  son  chef  et  son  maître. 

11  serait  assurément  téméraire  de  vouloir  analyser  à  la  hâte  et  sous  le 
coup  de  la  première  émotion  la  longue  suite  de  ses  travaux,  qui  a  jeté 
tant  d'éclat  sur  toute  la  seconde  moitié  du  xix®  siècle.  Une  pareille 
entreprise  demande  plus  de  temps  et  un  esprit  plus  calme.  Nous  nous 
bornerons  donc,  en  adressant  à  notre  vénéré  Confrère  le  suprême  adieu 
(jue  sa  modestie  nous  a  interdit  de  prononcer  sur  sa  tombe,  à  indiquer 
à  grands  traits,  autant  que  notre  mémoire  nous  le  permettra,  quehjues- 
nnes  des  découvertes  dont  nous  lui  sommes  redevables. 

En  1843,  M.  Hermite,  âgé  de  vingt  ans,  venait  d'entrer  à  l'Ecole 
Polytechnique.  Sur  le  conseil  de  Liouville,  il  écrivit  à  Jacobi  pour  lui 
communiquer  les  résultats  qu'il  venait  d'obtenir  pour  la  division  des 
fonctions  abéliennes,  alors  à  peine  connues.  L'illustre  géomètre  alle- 
mand, qui  s'occupait  à  cette  époque  de  l'édition  de  ses  Œuvres,  n'hé- 
sita pas  à  y  faire  figurer,  à  côté  de  ses  propres  travaux,  la  lettre  de  son 
jeune  correspondant. 

11  lui  écrivait  un  peu  plus  tard  :  «  Ne  soyez  pas  fâché.  Monsieur,  si 
quelques-unes  de  vos  découvertes  se  sont  rencontrées  avec  mes  an- 
ciennes recherches.  Comme  vous  dûtes  commencer  par  où  je  finis,  il 
y  a  nécessairement  une  petite  sphère  de  contact.  Dans  la  suite,  si  vous 
m'honorez  de  vos  communications,  je  n'aurai  qu'à  apprendre.    )' 
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La  prédiction  du  grand  géomètre  ne  devait  pas  tarder  à  se  vérifier. 

Dans  les  quatre  lettres  qui  suivent  et  que  Jacobi  nous  a  également 
conservées,  M.  Ilerniite  s'était  proposé  tout  d'abord  de  généraliser  la 
théorie  des  fonctions  continues;  mais  il  se  trouva  bientôt  amené  aux 
problèmes  plus  vastes  de  la  théorie  arithmétique  des  formes,  où  il  ne 
tarda  pas  à  obtenir  d'admirables  résultats. 

Dès  le  début  de  ses  travaux,  il  indique  plusieurs  méthodes  pour  ré- 
duire les  formes  quadratiques  à  un  nombre  quelconque  d'indéter- 
minées. Ln  peu  plus  tard,  Tintroduclion  des  variables  continues  dans 
la  théorie  l'amène  à  découvrir  des  vérités  plus  cachées. 

Il  donne  la  solution  complète  du  problème  de  l'équivalence  arithmé- 
tique des  formes  quadratiques  générales  ou  des  formes  décomposables 
en  facteurs  linéaires;  il  détermine  les  transformations  de  ces  formes  en 
elles-mêmes;  il  démontre,  par  une  voie  toute  nouvelle  et  purement 
arithmétique,  les  théorèmes  célèbres  de  Sturm  et  de  Cauchy  sur  la 
séparation  des  racines  des  équations  algébriques.  Il  introduit  la  notion 
féconde  des  formes  quadraticjues  à  variables  conjuguées  et  déduit  de 
leur  théorie  une  nouvelle  démonstration  des  beaux  théorèmes  de  Ja- 
cobi sur  le  nombre  des  décompositions  d'un  nombre  en  quatre  carrés. 

Il  arrive  enfin  à  cette  merveilleuse  proposition  que  les  racines  des 
équations  algébricjues  à  coefficients  entiers  et  d'un  même  discriminant 
s'expriment  par  un  nombre  limité  d'irrationnelles  distinctes. 

L'étude  algébrique  des  formes  est  également  l'objet  de  ses  médi- 
dations.  La  notion  des  invariants  qui  domine  cette  théorie  était  restée 
un  peu  confuse,  jusqu'au  jour  où  M.  Cayley  la  mit  en  pleine  lumière 
dans  un  Mémoire  célèbre  daté  de  i845.  MM.  Cayley,  Sylvester  et 
Hermite  se  partagèrent  le  nouveau  domaine  qui  venait  de  leur  être 
ouvert. 

Leurs  travaux  sont  tellement  entrelacés  dans  cette  rivalité  frater- 
nelle qu'il  serait  difficile  et  à  peine  désirable  de  préciser  exactement  la 
part  de  chacun  d'eux  dans  l'œuvre  commune.  Il  semble  toutefois  que 
l'on  puisse  attribuer  spécialement  à  M.  Hermite  la  loi  de  réciprocité,  la 
découverte  des  covariants  associés,  celle  des  invariants  gauches,  et  la 
formation  du  système  complet  des  covariants  des  formes  cubiques  et 
l)ic|uadraliques  et  des  invariants  de  la  forme  du  cinquième  ordre. 

Ces  importantes  recherches  d'Arithmétique  et  d'Algèbre  ne  suffi- 
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saient  pas  à  son  activité;  il  poursuivait  en  même  temps  ses  études  sur 
les  transcendantes;  dans  une  série  de  recherches  mémorables  il  résol- 
vait le  problème  de  la  transformation  des  fonctions  hypcreUiptiques,  et 
des  développements  en  série  des  fonctions  cUipticiues  il  déduisait  des 
formules  importantes  relatives  au  nombre  des  classes  des  formes  qua- 
dratiques. 

Il  posait  en  même  temps  les  bases  de  la  théorie  des  fonctions  modu- 
laires et  résolvait  jusque  dans  ses  détails  la  question  si  difficile  de  leur 
transformation,  donnant  ainsi  longtemps  d'avance  un  modèle  à  ceux 
qui  devaient  de  nos  jours  reprendre  et  généraliser  cette  théorie. 

L'impression  produite  sur  les  géomètres  par  l'ensemble  de  ces  tra- 
vaux se  résume  assez  bien  dans  ce  mot  pittoresque  que  nous  avons 
recueilli  jadis  de  la  bouche  de  M.  Lamé  :  «  En  lisant  les  Mémoires 
d'Hermite,  on  a  la  chair  de  jioule.  » 

En  i85G,  à  l'âge  de  trente-quatre  ans,  M.  Hermite  entrait  à  l'In- 
stitut; en  1862  on  créait  pour  lui  une  chaire  à  l'École  Normale;  peu 
après  il  devint  également  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  à  la 
Sorbonne. 

A  cette  époque,  l'enseignement  supérieur  était,  il  faut  bien  le  dire, 
un  peu  arriéré.  Les  grandes  découvertes  par  lesquelles  Gauss,  Abel, 
Jacobi,  Cauchy  avaient  transformé  la  Science  pendant  un  demi-siècle 
étaient  passées  sous  silence,  comme  si  elles  n'intéressaient  que  de  rares 
initiés.  M.  Hermite  les  jeta  hardiment  dans  le  domaine  public.  Cette 
heureuse  audace  a  porté  ses  fruits  :  témoin  notre  jeune  et  brillante 
école  de  géomètres.  Tous  furent  des  élèves  d'Hermite  et  doivent  à  ses 
leçons,  à  ses  bienveillants  encouragements  une  grande  part  de  leurs 
succès. 

Cette  royauté  pacifique  ne  s'arrêtait  pas  à  nos  frontières  :  M.  Her- 
mite entretenait  des  correspondances  dans  toute  l'Europe  savante,  et 
partout  les  jeunes  talents  pouvaient  compter  sur  ses  conseils  et  sur  sou 
appui. 

Mais  ni  les  devoirs  de  son  enseignement,  ni  même  les  atteintes  de 
l'âge  ne  purent  porter  préjudice  à  la  fécondité  de  son  esprit.  De  cette 
seconde  période  datent  en  effet  un  grand  nombre  de  beaux  travaux 
qui  ne  le  cèdent  en  rien  aux  œuvres  de  sa  jeunesse. 

Une  évolution  sensible   se  produit  pourtant  dans  l'objet  de   ses 
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recherches.  L'Arilhiuétiijue  et  TAlgèln-e,  prédominantes  jusque-là, 
vont  céder  le  pas  au  Calcul  intégral. 

La  transition  se  fait  par  un  Mémoire  célèbre  sur  ré(pialion  du  cin- 
quième degré,  dont  il  donne  la  résolution  par  les  fonctions  ellipticjues. 

Puis  viennent  les  recherches  sur  l'interpolation,  sur  de  nouveaux 
modes  de  développement  des  fonctions  en  série  de  polynômes,  sur 
les  discontinuités  des  intégrales  définies  qui  dépendent  d'un  para- 
mètre, etc. 

Dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  M.  Ilermite  découvre  une 
formule  fondamentale  qui  permet  de  les  décomposer  en  éléments 
simples  et,  par  suite,  de  les  intégrer.  Il  étudie,  le  jiremier,  les  fonctions 
doublement  périodicjues  de  seconde  espèce. 

Nous  arrivons  enfin  au  Mémoire  sur  la  fonction  exponentielle,  digne 
couronnement  de  ses  longues  recherches  sur  les  développements  en 
fractions  continues.  II  y  fait  voir  que  le  nombre  e  est  transcendant. 
M.  Lindemann  a  reconnu  depuis  que  le  nombre  tz  l'est  également.  Le 
problème  de  la  quadrature  du  cercle,  si  vainement  cherché  pendant 
tant  de  siècles,  est  .donc  démontré  impossible. 

On  peut  légitimement  revendiquer  pour  ^L  Hermite  une  part  dans 
ce  beau  résultat,  car  il  a  été  obtenu  en  imitant  la  marche  qu'il  avait 
suivie  pour  l'exponentielle.  Or,  on  se  ferait  une  idée  bien  incomplète 
du  rôle  des  grands  esprits  en  les  mesurant  exclusivement  sur  les  vérités 
nouvelles  cju'ils  ont  énoncées  explicitement.  Les  méthodes  qu'ils  ont 
léguées  à  leurs  successeurs,  en  leur  laissant  le  soin  de  les  applicjuer  à 
de  nouveaux  problèmes  qu'eux-mêmes  ne  prévoyaient  peut-être  pas, 
constituent  une  autre  part  de  leur  gloire  et  parfois  la  principale,  comme 
le  montre  l'exemple  de  Leibniz. 

Depuis  bientôt  un  siècle  nous  travaillons  à  dévelopjier  les  germes 
féconds  cjue  Gauss  et  Cauchy  ont  semés  dans  leurs  écrits;  il  en 
sera  de  même  pour  Hermite.  \oici  deux  nouveaux  exemples  qui  le 
prouvent  : 

Le  groupe  remarquable  de  substitutions  qu'il  a  rencontré  dans  ses 
recherches  sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes  sert  d'élé- 
ment essentiel  à  la  solution  d'un  problème  tout  dilférent,  celui  de  la 
résolution  des  équations  par  radicaux.  11  apparaît  encore  dans  la  dis- 
cussion de  la  seconde  variation  des  intégrales  définies. 
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Les  formes  quadratiques  à  variables  conjuguées  sont  le  fondement 
indispensable  des  recherches  sur  la  réduction  des  formes  les  plusgéné- 
rale's,  à  coefficients  réels  ou  complexes. 

M.  Ilermite  aimait  la  Science  pour  elle-même  et  ne  se  préoccupait 
guère  des  applications;  elles  sont  venues  spontanément  et  par  surcroit. 
A  réquation  de  Lamé,  dont  Tintégration  constitue  le  dernier  de  ses 
grands  travaux,  il  a  rattaché  toute  une  série  de  problèmes  de  Méca- 
nique :  rotation  d'un  solide;  détermination  de  la  courbe  élastique; 
oscillations  du  pendule  conique. 

Pour  se  faire  une  idée  exacte  de  la  place  que  M.  Hermite  occupait 
dans  le  monde  mathématicjue,  il  faut  avoir  assisté  comme  nous  aux 
fêtes  inoubliables  de  son  jubilé  en  1892.  Tous  ses  amis,  ses  disciples, 
ses  admirateurs  s'étaient  donné  rendez-vous  à  cette  touchante  céré- 
monie; toutes  les  Sociétés  savantes  de  l'Europe  avaient  envoyé  des 
adresses  ou  des  délégués. 

La  même  année  a  vu  le  Jubilé  de  Pasteur.  Aujourd'hui  Pasteur  et 
Hermite  ne  sont  plus;  il  ne  nous  reste  que  le  souvenir  de  leurs 
exemples  et  leurs  ouvrages,  mais  ceux-ci  suffisent  à  éterniser  leur  mé- 
moire. 

Que  l'on  nous  permette,  en  terminant,  d'exprimer  un  vœu  au  nom 
de  la  Section  de  Géométrie.  L'œuvre  d'Hermite  est  fort  éparpillée;  en 
dehors  des  principaux  Mémoires,  elle  contient  beaucoup  de  lettres  ou 
notes  concises  dispersées  çà  et  là,  mais  cjui  portent  toutes  la  griffe  du 
lion.  L'Académie  s'honorerait  et  rendrait  un  grand  service  aux  Géo- 
mètres en  entreprenant  la  publication  des  Œuvres  complètes  do 
Charles  Hermite. 
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Sur  les  fondions  ahélicnnes  singulières  ; 
(Troisième  Mémoire) 

Par  m.   g.   HUMBERT. 


Les  couples  de  périodes  normales  des  fonctions  abélienncs  aux- 
quelles conduit  le  problème  d'inversion,  appliqué  à  une  courbe  de 
genre  deux,  sont  du  type 

(1,0);     (0,1);     (-,/0;     {h,g')\ 

et  si  ^,,  /?,,  g\  désignent  les  parties  imaginaires  de  g,  h,  g',  la  quan- 
tité 

est  essentiellement  négative. 

Existe-t-il  des  fonctions  uniformes  de  deux  variables,  admettant 
quatre  couples  de  périodes  du  type  précédent,  dans  le  cas  où  h'\  —  g^  r.\ 
sei-ait  positif? 

Ce  sujet  se  lie  étroitement  à  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  sin- 
gulières, qui  a  fait  l'objet  de  deux  Mémoires  publiés  dans  ce  Journal 
(5*  série,  l.  Vet  VI)  :  les  fonctions  dont  il  s'agit  d'entreprendre  l'élude 
n'existent,  en  effet,  que  si  g,  h,  g'  vérifient  une  de  ces  relations  qui 
caractérisent  les  fonctions  abéliennes  singulières 

A  -  +  Bh  -f-  C^--'  +  D(/r  -  gg')  +  E  =  o, 

où  A,  . . . ,  E  sont  des  entiers. 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  VU.   —  Fasc.  II,   1901.  l3 
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C'est  pour  cette  raison  que  nous  désignerons  les  fonctions  à  étudier 
sous  le  nom  de  fonctions  quadruplcmcnl  périodiques  singulières, 
en  gardant  celui  à^abélienncs  pour  les  fonctions  qui  correspondent 
au  cas  de  h\  —  gig\  négatif. 

La  théorie  de  la  transformation  établit  entre  les  deux  classes  de 
fonctions  un  lien  plus  intime  encore  :  les  transformations  singulières 
de  degré  négatif,  dont  nous  avons  réservé  explicitement  Fétude,  font 
passer  d'un  système  de  périodes  pour  lequel  h]  —  g^g\  est  négatif  à 
un  système  analogue  pour  lequel  h\  —  g,g\  est  positif,  et  réciproque- 
ment; en  d'autres  termes,  les  fonctions  abéliennes  singulières  et  les 
fonctions  quadruplement  périodiques  singulières  se  transforment  ainsi 
les  unes  dans  les  autres. 

Les  divers  paragraphes  du  présent  Mémoire  ont  pour  objets  princi- 
paux : 

i"  La  recherche  des  conditions  d'existence  des  fonctions  quadru- 
plement périodiques  singulières,  et  leur  expression  par  des  quotients 
de  fonctions  intermédiaires  nouvelles; 

2"  La  transformation  de  ces  fonctions,  et  les  transformations  de 
degré  négatif  des  fonctions  abéliennes  singulières; 

3°  Les  propriétés  principales  des  nouvelles  fonctions  intermédiaires  ; 

4°  L'étude  du  cas  où  A^  —  g,g\  est  nul  :  je  montre  qu'il  y  a  alors 
dégénérescence  ou  réduction  du  nombre  des  périodes. 

Nota.  —  Les  numéros  de  ce  Travail  font  suite  à  ceux  de  nos  deux 
Mémoires  précédents;  pour  indiquer  un  renvoi  à  un  numéro  du  pre- 
mier ou  du  second,  nous  ferons  précéder  le  nombre  correspondant  du 
clnlfre  romain  I  ou  TL 

Existence  et  expression  des  fonctions  quadruplement 
périodiques  singulières. 

231.  Soit  (1,0);  (0,1);  (g,  il);  {II,  ^'■')  un  syslème  de  périodes  pour 
les  variables  u  et  v,  avec  la  condition  fondamentale 

(0  •  h]~g,g\>o, 

g,,  h,,  g\  désignant  les  parties  imaginaires  de  g,  h ,  g' .  Il  résulte  d'un 
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beau  théorème  de  M.  Appell  {Journal  de  Mathématiques,  4^  série, 
t.  VII)  que  toute  fonction  uniforme  F(m,  p),  admettant  les  cjuatre 
paires  de  périodes  précédentes,  est  le  quotient  de  deux  fonctions  c?i- 
tièresàeu,  p,  appartenant  à  la  classe  des  fonctions  intermédiaires, 
c'est-à-dire  se  reproduisant,  multipliécspar  une  exponentielle  c^"+i^''-*-\ 
quand  u  et  c  augmentent  d'une  période. 

En  multipliant  une  fonction  intermédiaire  par  une  exponentielle, 

on  peut  déterminer  les  constantes  a,  b,  c,  f/,/de  manière  que  le  pro- 
duit obtenu,  cp(«,  p),  vérifie  (I,  n°  20)  les  relations 

I  ?(«  +  !,  '')    =9(«,p), 

^2)  ]  ?(«,'■  +  !)   =9(«,p)^''", 

Les  deux  premières  de  ces  relations  ne  sont  compatibles  que  si 
0  =  —  27:««, 

n  étant  entier;  de  même  la  première  et  la  seconde,  combinées  succes- 
sivement avec  les  deux  autres,  donnent 

>V  =  — '-i-n:?/;  V^o.-kH'; 

[A  =  27r/(w  —  ng);  [x' =  2T:i(m—n'/i), 

/,  m,  /',  /«'étant  entiers.  Enfin,  parla  combinaison  des  deux  dernières 
relations  (2),  on  obtient 


}Ji  ~h  [kg'  =  l'g  -j-  [x7i  -I-  2-iq, 
y  remplaçant  X,  [jl,  à',  tj.'  par  leur 

(3)  l'g  -+-Çm'  -h  l)h  —  mg'  —  n(h-  —  gg')  -h  g  =  0. 


q  étant  entier.  En  y  remplaçant  X,  [jl,  à',  tj.'  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 
on  trouve 


loo  G.    iitMiinnr. 

232.  Si  les  entiers  /',  m' -h- 1,  m,  n,  q  sont  nuls  à  la  fois,  la  rela- 
tion (3)  est  satisfaite  quels  que  soient  g,  h,  g':  dans  ce  cas,  les  quan- 
tités G,  [X,  À',  qui  figurent  dans  les  équations  (2),  sont  nulles;  A  et  ijl' 
sont  égaux  à  —  211: «7,  et  dès  lors  ces  équations  (2)  sont  du  type  de 
celles  qui  caractérisent  les  fonctions  thêta  de  u,  f,  formées  avec  les 
périodes  (1,0);  (o,i);  {g,  A);  (A,  g').  Mais  cette  conclusion  est  inad- 
missible, cas  les  séries  thêta,  construites  avec  ces  périodes,  sont  diver- 
gentes à  cause  de  l'inégalité  fondamentale  (i)  :  h]  —  gig'^"^  o. 

Il  est  donc  nécessaire,  pour  Texistence  de  fonctions  9  (m,  p)  vérifiant 
les  relations  (2),  que  les  coefficients  numériques  dans  l'équation  (3) 
ne  soient  pas  nuls  simultanément,  c'est-à-dire  que  les  quantités^,  h,  g', 
h-  —  gg'  doivent  être  liées  par  une  relation  linéaire  à  coefficients 
entiers  :  c'est  ce  cjue  j'ai  appelé,  dans  les  Mémoires  I  et  II,  une  relation 
singulière  entre  les  périodes. 

2t>5.   Soit  alors 
(4)  A  -  +  BA  +  C  o'  +  D(/r-  -  gg')  -f  E  =  o 

cette  relation,  les  entiers  A,  B,  ...,  E  étant  supposés  sans  diviseur 
commun.  En  écrivant  que  le  premier  membre  de  (3)  est  identique  à 
celui  de  (1)7  multiplié  par  un  facteur  entier,  —  /»■,  on  trouve 

/'=  — AA-;       in'-^l=  —  ]àk\       >n  =  Ck;       /;=D/i;       q  =  —  Ek, 

de  sorte  que  les  relations  (2)  deviennent 

o(u-hi,v)  =  o(u,v), 

c^(u,  V  -\-  i)  =  o(u,  i')c-'''-""", 

9(W  +  g,^-  +  h)    =0(U,  (;)c-=-l"'-'=-»"'*''>^, 


(5) 


;(m  +  A,  P  +  g')  =  0(U,  p)e-2'^':-U«+(/+BA+DM,.]+v 


La  fonction  ç(m,  p)  est  donc  ce  que  j'ai  appelé  (II,  n°  IGô)  une 
fonction  intermédiaire  singulière,  formée  avec  les  périodes  g,  li,  g', 
liées  par  (4);  les  entiers  /et  A"  sont  ses  indices. 

Il  s'agit  maintenant  de  chercher  si  de  pareilles  fonctions  existent 
lorsque  A^  —  g,g\  est  positif  :  le  cas  où  A^  —  gtg\  est  négatif  a  été 
complètement  étudié  dans  les  premiers  Mémoires. 


(6) 
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Invariant  et  réduction  de  la  relation  singulière. 

26i.  Un  certain  nombre  de  résultats  et  de  démonstrations,  donnés 
par  d'autres  ou  par  nous  pour  le  cas  des  périodes  normales,  s'étendent 
sans  changement  au  cas  actuel  (h]  —  g,g\^  o)]  indiquons  les  plus 
utiles  pour  notre  objet. 

255.  La  théorie  ordinaire  de  la  transformation,  créée  par  M.  Her- 
mite,  demeure  applicable,  dans  les  conditions  suivantes  : 

Soit  un  premier  système  de  fonctions  uniformes  à  deux  variables 
U  et  V,  admettant  les  quatre  couples  de  périodes  (i,o);  (o,i);  (G,  H)  ; 
(H,  G')  ;  soit  de  même  un  second  système  analogue,  de  A'ariables  u  et  c, 
et  de  périodes  (i  ,o);  (o,  i);  (g,  A);  Ç/i,  g')\  on  pose 

U  =  'kn  -h  pi-r,  Y  =  A';/  +  ix'c, 

X,  X',  ijt,  iji'  étant  des  constantes,  et  l'on  cherche  à  déterminer  ces  con- 
stantes et  les  périodes  g,  h,  g',  en  fonction  de  G,  H,  G',  ou  inverse- 
ment, de  manière  qu'à  un  système  u,  v,  donné  aux  périodes  près,  ne 
corresponde  qu'un  système  U,  \  ,  aux  périodes  près. 

La  transformation  est  dite  ordinaire  lorsque,  dans  cette  recherche, 
on  fait  abstraction  de  toute  relation  liant  g,  Ii,  g'. 

Les  résultats  fondamentaux  obtenus  par  M.  Hermite,  pour  les  trans- 
formations ordinaires,  subsistent  alors  même  que  h]  —  gfg\  est  néga- 
tif; rien  n'est  à  changer  aux  démonstrations.  Par  exemple,  pour  une 
Iransformalion  d'ordre  k,  les  périodes^.  A,  g'  s'expriment,  en  fonc- 
tion de  G,  H,  G',  j^ar  les  équations  classiques  [où  (ab)jj  =  a^bj  —  ajbi] 

^^  _  {db\,+ {dbUG  +  i{db)^i\i -\- {db),.ÇT' -^  {db),^{\V- -  QG') 
S  —  {ab),,+  {ab),fi  +  2{ab)o3ii  -+-  {ab),,_G' ^  (ab),,{il''~  GG')' 

I   _  {ad),,  +  {ad\fi  +  [i{ad\3  —  k^\\  +  {ad\.G'+{ad),.,{\i'^~GG') 
''  —  {abU^.,_ ' 

^,  _  (<7c)oi-h(rtc)3iG-i-2(ffc)o3ri  +  (f/c)o,G'4-((?c)„(IP— GG') 

^  "  (rt^)„i  + ,  ' 

,,_        ,       {cdU  +  (cdUG^'î(cd),,Yi  +  (cd),,G'+icd),,{\\-—GG') 
«-       Se  -  (ab),,  + .• ' 
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les  dénominateurs  sont  les  mêmes  dans  les  quatre  formules;  les 
a,,  è,-,  C/,  di  sont  des  entiers  vérifiant  les  relations  de  la  transformation 
d'ordre  A  : 

(af/)oi  -f-  (ic)o,  =  {ad)^^_^  (bc)„, 

=  (ad), 3-+-  (6c)i3  =  (ad)^:^  4-  (tc)^,  =  o, 
(ac?)„3  -1-  (ic)„,  =  (ad),.^-i-(bc),.^  k. 

De  ces  formules  M.  Hermite  a  déduit  la  suivante 

(7)  ^;-^.^;=o^.(h:-g.g;;,- 

oIl-  désignant  une  quantité  réelle  positive,  et  G,,  H,,  G',,  les  parties 
imaginaires  de  G,  H,  G'.  En  d'autres  termes,  A^  —  g,  g\  et  HJ  —  G,  G', 
sont  toujours  de  même  signe,  c'est-à-dire  que  : 

Une  transformation  ordinaire  change  une  fonction  quadruple- 
ment  périodique  singulière  de\],\  en  une  fonction  analogue  de  u,  f. 

2o(>.  Pour  compléter  ce  résultat,  observons  que  la  relation  singu- 
lière (4),  entre  g,  A,  g',  conduit,  en  vertu  de  (6),  à  une  relation  sin- 
gulière entre  G,  H,  G';  et  réciproquement,  si  G,  H,  G'  vérifient  une 
relation  singulière,  il  en  est  de  même  de  g,  h,  g'. 

Dès  lors,  on  établit,  comme  dans  mon  premier  Mémoire  (n°*  1-5), 
que  : 

Une  transformation  ordinaire  du  premier  ordre  change  la  rela- 
tion singulière  (4) 

(4)  A^  +  BA  +  C^' -h  D(A= --/)-(- E  =  o, 

où  A,  ...,  E  sont  des  entiers  sans  diviseur  commun,  en  une  relation 
singulière  analogue  par  rapport  aux  nouvelles  périodes;  dans 
cette  opération,  la  quantité 

A  =  B=-4AC-4DE 

demeure  invariable. 

Nous  rappellerons  encore  Y  invariant  de  la  relation  (4)- 
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257.  Réciproquement,  il  résulte  des  \\°^  4  à  13  du  premier  Mé- 
moire que  deux  relations  singulières  de  même  invariant  sont  réduc- 
tibles l'une  à  l'autre  par  une  transformation  ordinaire  du  premier 
ordre  :  les  démonstrations  ne  font,  en  effet,  aucune  hypothèse  sur  le 
signe  de  h\  —  o-,  g\ . 

Dès  lors,  si  1  est  son  invariant,  la  relation  singulière  (^i)  peut  se  ra- 
mener au  type 

A 

—  rg  -\-  g'  —  o,  SI  A  est  de  la  forme  4  N  ; 

A—  I 

7 —  g  -+-  />  -+-  g'  =  o,  si  A  est  de  la  forme  4 N  -)-  r . 

Mais  nous  n'avons  pas  le  droit  de  dire  ici  que  l'invariant  est  un 
nombre  essentiellement  positif,  car  la  démonstration  (I,  14)  sup- 
pose h]  —  g^g[  négatif;  nous  parviendrons  plus  loin  à  ce  résultat  d'une 
manière  différente. 


Fonctions  intermédiaires  singulières. 

258.  Cela  posé,  pour  étudier  les  fonctions  intermédiaires  singu- 
lières, nous  avons  le  droit  de  supposer  la  relation  singulière  (4)  ra- 
menée au  type 

(,8)  ao--F- p//  -t- Y^'-'=  o, 

où  X,  fl,  Y  sont  entiers  et  sans  diviseur  commun.  Dans  ce  cas,  les  rela- 
tions (5),  où  l'on  fait  A  =  a,  B  =  [3,  C  =  y,  D  =  E  =  o,  deviennent 

i   zj(ii  -f-  i,r)  =  9(w,('-4-i)  =  9(«,  (.'), 
(î))      "  o(u-+-g,v-hh)^o(u,v)e'''"l"'-"y^]  +  -'^ 

{  cp(i/  -(-  h,  v-hg')=  ç(,;,  (,-)e-2'^-[*««+i'+?A)-]+v. 

et  il  s'agit  de  reconnaître  s'il  existe  des  fonctions  uniformes  entières 
vérifiant  ces  relations  (9),  dans  lesquelles  /  et  A-  désignent  deux  en- 
tiers, jusqu'ici  arbitraires. 
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2o9.  Imitons,  à  cet  effet,  la  méthode  de  notre  premier  Mémoire 
(I,  n°'  21-29),  en  distinguant  deux  cas,  selon  que  la  quantité  o 

(10)  o  =  /-4- [iA/H-ayA'' 

est  nulle  ou  non. 

Si  0  =  0,  il  faut  que  ^^  —  4<^Y'  c'est-à-dire  l'invariant  de  (8),  soil 
un  carré  parfait,  fi^  —  45'Y  ^  n'  '■,  on  est  alors  placé  dans  un  cas  ellip- 
tique (I,  n°  IS)  et  les  fonctions  cp(«,  i>)  correspondantes  se  réduisent, 
pour  0  =  o,  à  des  fonctions  thêta  elliptiques  d'une  seule  variable:  la 
démonstration,  donnée  au  n**  23  du  premier  Mémoire,  est  encore  va- 
lable, car  elle  suppose  seulement  que  h]  —  g^g\  n'est  pas  nul. 

Laissant  de  côté  le  cas  de  S  =  o,  nous  pouvons,  puisque  o<o,  faire 
dans  la  fonction  9(w,  r)  le  changement  de  variables 

«  =  -(/+[ÎA)U-AyY, 
v=       -AaU       -    /V, 

et  nous  reconnaissons   (I,    n"  24)   que   (p(«,  t)  devient  une   fonc- 
tion 0(U,  Y),  vérifiant  les  relations 

/  G(U-M,V)  =  0(U,V  +  i)  =  0(U,V), 

(11)  6(U  +  G,V-i-H)  =  Ô(U,V)e="''^'^-^°"^', 
(                   0(U-hH,Y  +  G')=0(U,V)e^^''^^-«°"''-; 


On  a  posé,  pour  abréger. 


oG  = 

-Ig+k^h, 

m  = 

-/A  +  Ayo'^ 

=  _Aao-(/+  r^k)h. 

ZG' 

= 

=  _Aa/^-(/-t-!3A)-'. 

Les  relations  (11)  montrent  que  Ô(U,Y)  est  une  fonction  thêta, 
de  U,  Y,  formée  avec  les  périodes  (1,0);:  (o,  i);  (G,  H);  (H,  G'); 
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pour  qu'il  existe  de  l*lles  fonctions,  deux  conditions  sont  nécessaires 
et  suffisantes  : 

1°  Si  G,,  ri|,  G'j  désignent  les  parties  imaginaires  de  G,  H,  G', 
il  faut  que  H^  —  G,G'j  soit  négatif;  or,  en  vertu  des  expressions  ci- 
dessus, 


(H; 

-  G,  g;)  =  [-  Aa^:,-,-  (/  4-  |3A)/'.](-  l'',^kyg\) 

_[_/,aA._(/  +  pA),o.;](_/„., +  /,,,/,,) 

=  0{h]-g,g[). 

Ainsi  Hj  —  G,Gj  a  le  signe  de  o(A"^  —  g,g[)\  comme,  par  hypo- 
thèse, h'^  —  g,g\  est  positif,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait 

(i3)  o<^o,  c'est-à-dire  /- -t- pA7 -+- xy/i- <  o. 

2°  En  second  lieu,  o,  ordre  de  la  fonction  0(U,  V),  doit  avoir  un 
signe  contraire  à  celui  de  la  partie  imaginaire  de  G,  c'est-à-dire  que  G  , 
doit  être  positif  : 

(i4)  _/o-,  +  /,,,/,,  >o. 

Si  les  inégalités  (i3)  et  (i4)  sont  vérifiées,  il  existe  des  fonctions 
thêta,  0(U,  V),  satisfaisant  aux  relations  (ii);  il  faut  chercher  main- 
tenant si,  parmi  ces  fonctions,  on  peut  en  trouver  qui  vérifient  aussi 
les  relations  (la).  Le  raisonnement  du  n°  27  du  Mémoire  I  s'applique 
encore  sans  modification,  en  remplaçant  o  par  sa  valeur  absolue,  mod  o, 
et  l'on  reconnaît  que  les  fonctions  0(U,  \  ),  vérifiant  (i  i)  et  (12),  soni 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  mod  S  d'entre  elles. 

260.  En  résumé,  les  conditions  (i3)  et  (1 '1) 

0  <^  o         et         —  Ig,  -h  AyA ,  >  o 

sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  existe  des  fonctions  intermé- 
diaires singulières  vérifiant  les  relations  (9),  c'est-à-dire  d'' indices  /et  A, 
dans  riiypothcse  où  h]  —  g,g\  est  positif. 

261.  Re/narque.  —  Pour  que  û,  c'est-à-dire  /^ -i- ^A/ +  ayA-, 
puisse   être  négatif,  il  est  nécessaire  que  les  racines  de  ce  trinôme 
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on  /  et  fi  soient  réelles  el  inégales,  c'est-à-dire  <^c 

En  d'autres  termes,  Vinvariant  de  la  relation  singulière  qui  lie  les 
périodes  doit  être  posilif,  comme  dans  le  cas  où  lr^  —  g,  g',  est  négatif. 

262.  Cela  posé,   on   peut   donner  une  autre  forme  à  l'inégalité 
—  /g,-h  /i  yA ,  >  o.  A  cet  effet,  regardons  /  et  A-  comme  les  coordonnées 


d'un  point  dans  un  plan,  et  construisons  les  deux  droites  l'éelles,  AOA' 
et  BOB',  qui  ont  pour  équation 

/^-+-;3/.7+aYA-^=o. 

La  condition  o  <;  o  exprime  que  le  point  /,  A"  n'est  pas,  par  rapport 
aux  droites  AOA',  BOB'  dans  la  région  qui  contient  l'axe  des  /,  c'esl- 
à-dire  que  ce  point  doit  se  trouver  dans  la  région  non  ombrée. 

Construisons  de  même  la  droite  —  lg,-\-  ky/i,=  o;  cette  droite, 
COC,  est  dans  la  région  ombrée,  car  si  l'on  fait  /  =  y  h,,  A  :=  g,  dans 
le  trinôme  /- +  [3  A/ -I- ayA-,  on  trouve,  en  tenant  compte  de  ce 
que  xg,  -+-  ^h,  -+-  yg,  est  nul,  y'(fi',  —  g^g\),  quantité  positive.  L'iné- 
galité —  Ig,  -i-  li^i'/i  t^  o  ne  sera  donc  vérifiée,  dans  la  région  non 
ombrée,  que  par  les  points  de  Vun  des  deux  angles  AOB'  ou  BOA'. 

Pour  reconnaître  quel   angle   convient,   observons   que   la   droite 
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2/  -I-  |i/i  =  G  est  dans  la  région  non  ombrée,  car  si  l'on  fait  /=  —  ^p, 
A  =1  dans  l- -^  [i  kl -h  a.y  k^ ,  on  trouve  —  {(j3-— 4aY)5  résultat  né- 
gatif. Remplaçons  alors  /  et  A-  par  —7,^  et  i  dans  —  Igf-h  k^^'/i,, 
nous  obtenons  ^(ay/i,  -+-  ^g^);  si  cette  quantité  est  positive,  l'iné- 
galité —  /"•,  +  ky/i,  >■  o  sera  vérifiée  dans  celui  des  deu.v  angles  AOB' 
et  BOA'  pour  lequel  la  coordonnée  A-  est  positive;  ce  sera  l'inverse  si 
27/*,  + j3«-,<o. 

En  résumé,  les  deux  conditions  0  •<  o  et   —  Ig,  -i-  k^;/i,'^o  sont 
équivalentes  aux  suivantes 

(i5)  S<o         et         A(2y/;, -f- ^ii,'-,)>o; 

et  l'on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

265.   Soii  uit  système  de  périodes  (1,0);  (o,  1);  (^,  //  );  {h,  g'), 
entre  lesquelles  existe  la  relation  singulière 

y. g  -\-'^Ii  -h  ^;g'  —  o, 

a,  [ï,  Y  étant  entiers  sans  diviseur  commun;  désignons  par  g, ,  A , ,  g\ 
les  parties  imaginaires  de  g,  h,  g\  et  supposons 

iï]-  g,g\>o. 

Pour  qu  il  existe  des  fonctions  intermédiaires  singulières,  <p(«,  t'), 
d'indices  l  et  k,  c'est-à-dire  vérifiant  les  relations 

(9)  ?(«  +  «-,  ^'  +  /')  =  cp(^/,P)e— '""-^vi-, 

où  V  et  v'  sont  deux  constantes  données,  il  faut  et  il  sujffll  : 
1°  Que  les  indices  (^entiers)  l  et  k  soient  tels  que  la  quantité 

l'+3kl^y.jk- 
soil  négative; 
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2°  Que  l'indice  k  ail  le  signe  de  la  quantité 

Les  fonctions  o(«,()  vévifianl  les  relations  précédentes  s'ex- 
priment alors  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  modo  d'entre 
elles,  S  désignant  l-  -h  '^kl-h  a  y  A-. 

Développements  en  série  des  fonctions  intermédiaires. 

264.  En  augmentant  u  et  f  de  constantes  convenables,  on  peut 
faire  en  sorte  que,  dans  les  équations  (<j),  les  constantes  v  et  v'  aient 
des  valeurs  particulières 

^j=^  —  T.i[lg-kyh]-  v'=-T:/[Aa//+(/-t-^/.)i.''|. 

La  fonction  entière  9(m,  t),  qui  vérifie  les  deux  premières  rela- 
tions (9),  peut  se  développer  en  série  de  Fourier  sous  la  forme 


Pour  abréger  les  calculs  ultérieurs  posons  (1,  n°  59) 

OÙ  G„,  Ao,  (i|,  désignent  les  quantités 

<'o=4[</+?A)5+Ay^], 

Ho=  -l[(/  +  ?A)/.  +  Ayo-'j  =  i,[- Aa^^+  Ihl 

G'o  =\[-ky.h^-lg'l 

En  exprimant  que   la  série  9(;/,  f)  vérifie  les  deux  dernières  rela- 
tions (9),  on  trouve 


B,„  „  =  B 


m+l,  n—lii  ■ 
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Ainsi  B„,  „  ne  change  pas  quand  on  augmente  m  et  n  de  /cl  —  Ay,  ou 
de  Aa  et  /+A-[3;  géoniétriquemeni,  si  m,  n  sont  les  coordonnées 
rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan,  B,„  „  a  la  même  valeur  en  tous 
les  points  homologues  d'un  réseau  de  parallélogrammes,  construit  sur 
les  périodes  l  —  iky,  kci.  +  /(/  +  k^).  Construisons  ce  réseau  à  partir 
de  l'origine,  et  appelons  parallélogramme  principal  celui  qui  a  pour 
sommets  les  points  O,  A,  B,  C  de  coordonnées  : 

O  :   ,r  =  o,  y  =  o  ;  M:   x  =  kaL,         y  =  /  +  A  p  ; 

A  :  X  =  l,  y  =  -  Ay;  C  :   x  =  /  +  ky.,y  =  -  Ay  +  /  +  A|3. 

L'aire  de  ce  parallélogramme  est  modS;  il  y  a  donc,  à  son  intérieur 
etsur  les  côtés  OA,  OB,  modo  points  de  coordonnées  entières;  soitjo,  q 
un  de  ces  points  (parmi  lesquels  ligure  l'origine);  à  ce  point  et  aux 


points  homologues  du  réseau  correspondent,  dans  cp(M,  v),  les  ternies 
pour  lesquels  /n  =  p  ~{-  Ip  -h  Aao-,  n  =  q  —  Ayp  +  (/  +  Afl)o-,  p  et  t 
étant  des  entiers  quelconques.  La  somme  de  ces  termes  est,  à  un  fac- 
teur constant  près,  la  série  (S>pg{u,  v)  : 

/"(,z-,_}/)  désignant  la  forme  quadratique  Gf,x- -h  2.li„xy -\- G'^y-]  et 
p,  (7  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  —  co  à  -+-  co.  Comme  p  et  y 
peuvent  recevoir  mod5  systèmes  de  valeurs,  répondant  aux  points  à 
coordonnées  entières  du  parallélogramme  principal,  on  voit  que  la 
fonction  (p(M,  c)  est  une-fonclion  linéaire  et  homogène  des  modo  fonc- 
tions $p,, (m,  p),  dont  on  a  les  développements  en  séries  de  Fourier. 
Ces  séries  sont  convergentes  comme  on  le  reconnaît  aisément  en  s'ap- 
puyant  sur  les  inégalités  o  ■<  o  et  —  Ig,  -+-  kyh,  >  o. 
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*I6à.  Fondions  quadruplement  périodiques  singulières.  —  Une 
quelconque  de  ces  fonctions  sera,  d'après  le  théorème  rappelé  plus 
haut  de  M.  Appell,  le  quotient  de  deux  fonctions  intermédiaires  cp(«,  v), 
c'est-à-dire  le  quotient  de  deux  combinaisons  linéaires  et  homogènes  de 
séries  ^p_q(u,  v),  où  l'on  remplacera  u  et  p  par  u  -+-  const.,  p  -h  const. 
Ces  séries,  tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur,  correspondront 
aux  mêmes  valeurs  des  indices  /  et  /i,  valeurs  quelconques  d'ailleurs, 
vérifiant  seulement  les  inégalités  fondamentales  (i5). 

Transformation. 

206.  I^a  théorie  des  transformations  singulières,  comprenant  comme 
cas  particulier  celle  des  transformations  ordinaires  et  telle  que  nous 
l'avons  présentée  dans  notre  second  Mémoire  (n"'  136  et  suivants), 
s'applique  sans  changement  au  cas  où  h]  —  g^g\  est  positif.  A'oici 
l'énoncé  général  du  problème  : 

Soit  un  premier  système  de  fonctions  uniformes  à  deux  variables, 
U  et  V,  admettant  comme  périodes  les  quantités  (i,o);  (o,  i); 
(G,  H);  (H,  G');  soit  de  même  un  second  système  analogue,  de 
variables  u  et  w  et  de  périodes  (i,  o);  (o,  i);  (G,  H);  (H,  G')  :  les 
quantités  H^  —  G,  G',  et  /i'^~  g,g\  peuvent  avoir  un  signe  quel- 
conque, c'est-à-dire  que  les  fonctions  du  premier  et  du  second  sys- 
tème peuvent  être  soit  abéliennes,  soit  quadruplement  périodiques 
singulières.  Il  s^agit  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suj/i- 
santes  pour  que  les  fondions  du  premier  système  s'expriment 
rationnellement  à  l'aide  des  fonctions  du  second,  et  cela  en  éta- 
blissant entre  les  variables  des  relations  de  la  forme 

(i)  U  =  X«  +  av,  V  —  ~A' u  -h  u'r; 

X,  [x,  X',  li.'  désignant  des  constantes. 

Il  résulte  du  Mémoire  II  que,  si  g,  h,  g'  sont  liés  par  une  relation 
singulière 

(2)  Ag  +  Bh  +  G  «•'  +  D(lr  -  gg')  4-  E  =  o, 
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les  relations  qui  lient  les  périodes  Ci,  II,  (  1'  et  ^,  It^  g'  sont 

G  = 

G'  = 

-H  = 

H  = 


(C«')02  + 

[ac) 

„,ff-h[{bc)o 

,-1-  (rf«)„,lA  +  (f/6)„,,ir'-t- 

ab)„ 

,(li' 

M8  ) 

(C^),3  4- 

(ac) 

,,ff+[{bc). 

,+  {da),,]h-i-{dù),,g'-i- 

ab). 

,{U'^ 

»n  / 

{cd)i^  + 

ne) 

3>g-  +  [(*C)3 

-^{da)3i]/i-i-{db),,g'-h 

ab). 

{/>'- 

—  gg'  ) 

(cd),_,+ 

ac) 

i,ff+[{bc). 

-^{da),_,]h  +  {db),,ff'  + 

ab). 

Ah' 

r^S  / 

{cd)o:,-h 

iac) 

,,ff+[(hc)„ 

,+  {da)„,]h-^{db),:,g'-h 

[ab). 

Ab' 

'     S  S  ) 

(C«5?)23-+- 

ac) 

23^+  [(6c), 

3-i-  (da),_3]h  -h  {db),3i,-' -h 

{ab),_ 

3{h' 

ofi  ) 

(frf),,-+- 

{ac 

,2A'-+  [(*c), 

,+  {da),^]h  +  {db),,ff'  + 

{ab), 

Ah' 

oS  1 

(cd).,,-+- 

(ac) 

,3S-  +  [{bc), 

3-+-(rfa),3]A+(£/6),3^'  + 

{ab). 

Ah' 

on    ) 

("O0.-+- 

{ac 

otS  -^[{bc)oi  +  {da)„,]h  -+-(</&)„, ^' -4- 

(ab). 

Ah' 

S'a    1 

{cd),,-^ 

(ac) 

2iff-i-[{bc), 

3+{da)^z]h-h{db),3g'-h 

{ab). 

Ah' 

aff  ) 

II^-C.C.  = 


où  Ton  a  posé  (ab)ij  =  a^bj  —  «;/',. 

Dans  CCS  formules,  les  seize  quantités  a^,  b,,  c,-,  di  sont  les  entiers 
caractéristiques àa  la  transformation;  ils  vérifient  les  équations 


(3) 


{bc\. 


(ac)„,  -+-  (ar),. 

=  AÂ-, 

(db\„  +  (db), 

,  =  C/,-, 

(«/>)„, -t-(r///), 

=  DA. 

(cd)„,  -+-  (rd),._ 

=  K/.-, 

(od),,  —  (ad), 

.=  r./,. 

A*  désignant  un  entier,  d'ailleurs  quelconque. 

Inversement,  g,  Ii,  g'  et  h'- —  gg'  sont  donnés  par  des  formules 
analogues  (II,  n°  158),  en  fonction  de  G,  H,  G'  et  H°  —  GG';  et  l'on 
en  déduit  que  si  o-,  /j,  g'  vérifient  une  relation  singulière,  il  en  esl  de 
même  de  G,  H,  G'  et  réciproquement. 

2(>7.  \^G  degré  àc\iv  transformation  est  la  valeur  du  déterminant 
(^agb^c.,d,,)•,  nous  le  désignerons  par  ô. 

Les  indices  de  la  transformation  sont  deux  entiers,  /  et  A  : 


(4) 


r={ad)^,+  {ad),,-. 


et  A- est  l'entier  cjui  figure  dans  les  formules  (3),  avec  la  convention 
faite  (II,  n"  141)  pour  préciser  son  signe. 
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Entre  le  degré  et  les  indices  existe  la  relation 

(5)  o  =  /-  +  By!/-+-(AC  +  DE)A--. 

Si  /r  =  o,  la  transforma  lion  est  ordinaire  ;  le  degré  est  alors  le  carré  de 
l'ordre,  S  =  /-. 

Soit  A  l'invariant  de  la  relation  singulière  (2)  entre  g^  h,  g'  \  soit  de 
même  A'  celui  de  la  relation  singulière  correspondante  entre  G,  H,  G'; 
on  a  (II,  n»  142) 

A--A  =  /.'-A', 

k'  désignant  un  entier,  ce  qui  montre  que  A  et  A'  sont  de  même  signe, 
comme  cela  devait  être,  puisque  nous  savons  que  l'invariant  d'une 
relation  singulière  est  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  h\  —  gsg^ 
(I,  n°  14  etIII,n''2Gl). 

268.  Signe  du  degré.  —  A  un  point  (u,  r),  c'esl-à-dire  à  un  sys- 
tème de  valeurs  de  u,  c,  déterminées  aux  périodes  près,  la  transforma- 
tion considérée  fait  correspondre,  par  hypothèse,  un  seul  point  (U,  V); 
inversement  (II,  n"  143),  à  un  point  (U,  V)  elle  fait  correspondre  un 
nombre  de  points  (u,  c)  égal  à  son  degré  en  valeur  absolue,  c'est- 
à-dire  égal  à  modo. 

Les  indices  /  et  A-  étant  des  entiers  quelconques,  el  l'invariant 

B^-4AC-4DE 

étant  positif,  le  nombre  0,  donné  par  (5),  peut  être  soi/  positif,  soit 
négatif. 

Il  résulte,  de  plus,  du  Mémoire  II  (n°  14i  ou  ï\"  IGl)  que  l'on  a, 
entre  les  parties  imaginaires  des  périodes  g,  /t,  g'  et  G,  H,  G',  la  rela- 
tion 

(^)  ^î-^.s-^^CHî-g.g;), 

où  D\V-  est  une  quantité  réelle  et  positive. 
De  là  cette  conséquence  importante  que  : 

Les  transformations  de  degré  positif  font  passer  d'un  .système 
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de  fonctions  ahélicnncs  ou  de  fonctions  quadruplement  périodiques 
singulières  à  un  système  de  même  nature. 

Les  transformations  de  degré  négatif  font  passer  d'un  système 
de  fonctions  abéliennes  à  un  système  de  fonctions  quadruplement 
périodiques  singulières,  et  réciproquement. 

269.  Les  théorèmes  et  formules  relatifs  à  la  composition  de  deux 
transformations,  à  la  réduction  d'une  transformation,  à  la  transfor- 
mation des  fonctions  intermédiaires  singulières,  subsistent  sans  modi- 
fication, alors  même  que  Ir^  —  gtg',  serait  positif  et  o  négatif. 

En  particulier,  les  transformations  de  degré  — i  sont  données, 
à  une  transformation  ordinaire  près  d'ordre  un,  par  les  formules 
(II,  n°  166) 

(7)  V  =  lu-  ykv,         V  =  A-w  4-  (/  4-  pA-)P, 

en  supposant  g,  h,  g'  liés  par  la  relation  singulière  (où  a  =  i,  comme 
on  a  le  droit  de  l'admettre) 

g^l^h-^yg'^o. 

Dans  ces  formules,  /  et  A'  sont  les  indices  de  la  transformation  consi- 
dérée; ils  vérifient  la  relation  0  =  —  i,  c'est-à-dire 

(8)  l-^'îikl^-lr  =  -i        ou       (2/  +  ^A-)^  — AA==-4. 

Quant  aux  périodes  des  fonctions  en  U  et  V,  elles  ont  pour  expres- 
sion 

G  =  /--yA7?, 

n^lh-  -;kg'  =  kg  ■+-  (l  4-  pA)A, 

G'  =kh^(l-h'^k)g', 

(9)  {         d'où 
-g  =  (l^r^k)G-^^'kli, 
-h  =(Z-+-[ii/f)H4-y/fG'=-  A-G  +  /H, 
-g'  =-kU  +  lG', 

Journ.  de  Math.  (5«  série),  tome  VII.  —  Fasc.  II,  lyoï.  1 5 
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elles  sont  liées  aussi  par  la  relation 

On  démontre  (II,  n°  180)  que  toutes  ces  transformations  sont  les 
puissances  impaires  d'une  même  transformation  de  degré  —  i . 

270.  De  là  résultent  des  conséquences  intéressantes  pour  la  théorie 
des  fonctions  quadruplement  périodiques  singulières. 

1°  Trois  fonctions  quadruplement  périodiques  singulières  de  U,  V, 
aux  mêmes  périodes,  sont  liées  par  une  relation  algébrique.  Car  une 
transformation  de  degré  négatif  les  change  en  trois  fonctions  abéliennes 
de  a,  V,  aux  mêmes  périodes. 

2°  Soit  un  système  de  fonctions  quadruplement  périodiques  singu- 
lières de  U,  "V,  aux  périodes  (i,  o);  (o,  i);  (G,  H);  (H,  G'),  ou  plus 
siinplement  (G,  H,  G').  Pour  que  ce  système  admette  des  transforma- 
tions de  degré  —  i ,  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  le  reconnaît  par  (8), 
que  la  forme 

x-  —  Ay-, 

où  A  désigne  Finvariant  de  la  relation  singulière  en  G,  H,  G',  puisse 
représenter  le  nombre  —  4- 

Si  cette  condition  est  réalisée,  une  quelconque  des  transformations 
correspondantes  de  degré  —  i  change  toute  fonction  c[uadruplement 
périodique  singulière  de  U,  V,  aux  périodes  (G,  H,  G'),  en  une  fonc- 
tion abcUennc  (n°  268)  de  w,  r,  dont  les  périodes  {g,  h,  o-')  sont  liées 
à  G,  H,  G' par  (9).  Réciproquement,  la  transformation  inverse  change 
toute  fonction  abélienne  de  «,  p,  aux  périodes  g,  h,  g',  en  une  fonc- 
tion quadruplement  périodique  singulière  de  U,  V,  aux  périodes 
G,  H,  G'  :  dans  ces  transformations,  les  points  u,  f  et  U,  V  se  corres- 
pondent d'une  manière  univoque. 

En  d'autres  termes,  dans  le  cas  considéré,  la  théorie  des  fonctions 
quadruplenien  t  périodiques  singulières  se  confond  exactement  avec 
celle  des  fonctions  abéliennes. 

Au  point  de  vue  de  la  théorie  des  surfaces,  la  conséquence  est  la 
suivante  : 

Appelons  surface  hyperelliptique  toute  surface  algébrique  pour 
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laquelle  les  coordonnées  d'un  point  sont  des  fonctions  uniformes  de 
deux  paramètres  à  quatre  paires  de  périodes  :  trois  fonctions  quadru- 
plement  périodiciues  singulières  étant  liées  (i")  par  une  relation  algé- 
brique, déterminent  ainsi  une  surface  hyperelliptique;  cette  surface 
sera  dite  générale  si,  à  un  de  ses  points,  ne  répond  (pi'un  système  de 
valeurs  des  paramètres,  aux  périodes  près. 

D'après  ce  qui  précède,  si  l'invariant  A  d'un  système  de  fonctions 
quadruplement  périodiques  singulières  est  tel  que  la  forme  x-  —  Aj- 
puisse  représenter  —  /,,  toute  surface  hyperelliptique  générale,  cor- 
respondant à  des  fonctions  de  ce  système,  sera  aussi  une  surface  hy- 
perelliptique générale,  correspondant  à  des  fonctions  abéliennes  (sin- 
gulières). 

Les  fonctions  quadruplement  périodiques  considérées  ne  conduisent 
donc  pas  à  de  nouvelles  surfaces  hyperelliptiques  générales. 

3"  Si  la  forme  x-  —  Ay^  ne  peut  représenter  le  nombre  —  4,  lés 
conclusions  sont  différentes. 

Les  fonctions  quadruplement  périodiques  singulières  de  U,  V,  aux 
périodes  (G,  H,  G)  et  d'invariant  A,  n'admettent  pas  alors  de  trans- 
formation de  degré  -  i.  Une  transformation  de  degré  négatif,  S,  les 
change  toujours  en  fonctions  abéliennes  de  m,  r;  mais  en  fonctions  abé- 
liennes particulières;  car  à  un  système  U,  V,  la  transformation  con- 
sidérée fait  correspondre  modo  systèmes  u,  p,  qui  se  déduisent  de  l'un 
d'eux  par  l'addition  de  constantes  (parties  aUquotes  de  périodes);  les 
fonctions  abéliennes  de  u,  (>  obtenues  par  cette  transformation  ne 
changent  donc  pas  quand  on  augmente  les  variables,  u  et  r,  de  cer- 
taines quantités,  différentes  des  périodes. 

Dès  lors,  une  surface  hyperelliptique  générale,  correspondant 
à  des  fonctions  quadruplement  périodiques  singulières  dont  l'inva- 
riant A  est  tel  que  la  forme  x"  —  Ay*  ne  puisse  représenter  —  4,  ne 
sera  jamais  une  surface  hyperelliptique  générale  correspondant  a  des 
fonctions  abéliennes.  On  suppose,  bien  entendu,  que  les  périodes  des 
fonctions  singulières  considérées  ne  sont  liées  que  par  une  seule  rela- 
tion singulière. 

On  obtiendra  donc,  dans  ce  cas,  de  nouvelles  surfaces  hyperellip- 
tiques générales,  échappant,  comme  surfaces  générales,  à  la  repré- 
sentation paramétrique  par  les  fonctions  abéliennes. 
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La  liaison  de  ces  surfaces  avec  la  courbe  de  genre  deux  est  la  sui- 
vante :  Une  surface  hyperelliptique  générale,  S,  représentable  par  des 
fonctions  abéliennes,  correspond  point  par  couple  (II,  n°  181)  à  une 
courbe  C,  de  genre  deux,  c'est-à-dire  qu'à  un  point  de  S  répond  un 
couple  sur  C,  et  réciproquement.  Si  S  n'est  pas  une  surface  générale, 
à  un  de  ses  points  correspondent  q  systèmes  d'arguments  abéliens 
(y  >>  i),  et  par  suite  à  un  point  de  S  répondent  q  couples  sur  C,  tan- 
dis qu'à  un  couple  de  C  ne  répond  toujours  qu'un  point  de  S. 

Soit  maintenant  — 4^^  le  plus  petit  multiple  négatif  de  4  (en  valeur 
absolue)  que  puisse  représenter  la  forme  x'^  —  Ay-;  il  résulte  de  (8) 
qu'il  existera  des  transformations  de  degré  —  M  pour  les  fonctions 
quadruplement  périodiques  singulières  d'invariant  A.  Une  de  ces  trans- 
formations changera  les  fonctions  considérées  de  U,  V  en  fonctions 
abéliennes  de  u,  v,  de  manière  qu'à  un  point  U,  V  répondent  N  points 
i<,  f  (n°268):  une  surface  elliptique  généi'ale,  représentable  paramétri- 
quement  par  les  fonctions  quadruplement  périodiques  en  question, 
sera  donc  liée  à  une  courbe  C,  de  genre  deux,  de  telle  sorte  qu'à  un 
couple  sur  la  courbe  réponde  un  seul  point  de  la  surface,  mais  qu'à  un 
point  de  la  surface  répondent  N  couples  sur  la  courbe. 

Propriétés  des  fonctions  intermédiaires  singulières. 

271.  Il  s'agit,  bien  entendu,  des  fonctions  intermédiaires  singu- 
lières qui  correspondent  au  cas  où  h\  —  S^ët  ^^^  positif;  le  cas 
de  h'^  —  g\g\  négatif  a  été  traité  dans  les  deux  précédents  Mémoires. 

Soit  toujours 

(i)      Ag  +  'Qh  +  Cg'  +  D{h--  gg')-hE  =  o        {h]-  g,g\>o), 

la  relation  singulière  entre  les  périodes  d'une  fonction  intermédiaire 
singulière  o (u,  f),  d'indices  Z  et  A;  celle-ci  vérifie  les  relations  (5 )  du 
n°  235 

9(«-hi,r)  =  o(«/,r), 

9(«,w'  -M)  =  o(«,  f)e-"">*", 
o(«  4-  A,  P  -^  g')  =  9(«,  r)  e-='^'iA*"-'-B*-D«..i.-v_ 
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Opérons  sur  cette  fonction  une  transformation  d'indices  /,  et  /Ir,, 
faisant  passer  des  variables  u,  v  aux  variables  u' ,  f';  soit 

(2)  A,  (j  +•  B,  x  -I-  C,  g'  -h  D,  (3C^  —  qq')  +  E,  =  o, 

la  relation  singulière  entre  les  périodes  de  u\  v'  ;  désignons  par  A  et  A, 
les  invariants  des  relations  (i)  et  (2);  la  transformation  considérée 
change  9 (m,  i>)  en  une  fonction  intermédiaire  de  u',  v' ,  aux  pé- 
riodes ((,',  3C,  ç'),  et  dont  les  indices  ^2  et  k^  sont  donnés  par  les  rela- 
tions (II,  n°  163): 

^^^        j  2A■,=  A•.(:^/+B/0-t-^,^l/f(2/.  +  B.A■,), 

(3)  ^  ^'  

(  2(2/,  +  B,  A-,)  =  (2/  +  BA)  (2/,  +  B,  A,  )  +  £,  AA,  v'AA,  ; 

formules  dans  lescjuelles  z^  désigne  ±  i,  selon  une  règle  déterminée 
(II,  n-  16d,  142  et  149). 

272.  Corollaire.  —  Deux  fonctions  intermédiaires  singulières,  cor- 
respondant à  une  même  relation  singulière  (i),  d'indices  /  et  A,  /'  et  A', 
ont  toujours  un  nombre  de  zéros  communs,  abstraction  faite  des 
multiples  des  périodes,  égal  à  la  valeur  absolue  de 

(4)  2//'-+-  B(A/'-^  /A')  -t-  2(AC  -+-  DE)AA'. 

Le  théorème  a  été  établi  (II,  n°  I60,  Remarque)  pour  le  cas  de 
h]  —  gig\<C,o-  Dans  le  cas  contraire,  une  transformation  de  degré 
négatif,  0,,  change  les  deux  fonctions  de  u,  v  considérées  en  fonctions 
analogues  de  u',  v' ,  pour  lesquelles  3C^  —  C|',(j',  est  négatif,  et  dont  les 
indices,  4  et  A^,  /^  et  A!,  sont  donnés  par  (3).  De  plus,  à  un  système 
m',  v'  ne  répond  qu'un  système  «,  v,  tandis  qu'à  un  système  m,  f 
répondent  modo,  systèmes  «',  v' .  Le  nombre  des  zéros  communs  aux 
deux  fonctions  d'indices  h  et  Aj,  l,  et  A'^,  en  «',  p',  étant  par  ce  qui 
précède 

(5)  2/, /:  -+-  B, (A. /;  +  LX)  -^  2(A,  C,  +  D,  E, )A, A-;, 
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celui  des  zéros  comimins  au\  deux  fonctions  en  u  et  f  primilivcs,  d'in- 
dices /  et  A",  /'  et  A',  s'obtiendra  en  divisant  ce  nombre  par  modo,  :  en 
remplaçant  l.,,  Ao,  /^,  A!,  par  leurs  valeurs  (3),  on  retombe  ainsi  sur  le 
nombre  (4),  pris  en  valeur  absolue.  c.   q.   f.   d. 

273.  Fonctions  intermédiaires  normales.  —  En  désignant  par 
w,  0)',  G,  6'  des  nombres  égaux  à  o  ou  i ,  on  donnera,  pour  les  fonctions 
intermédiaires  normales,  d'indices  /  et  A,  et  de  caractéristique 
(o),  0,  co',  G')  la  même  définition  que  dans  le  cas  de  li]  —  g,  g\  <C  ^-  l'ar 
exemple,  en  supposant  la  relation  singulière  entre  g,  h,  g'  ramenée  au 
type 

a  g  -h'^h  -h  g—  o, 

les  équations  auxquelles  satisfont  les  fonctions  intermédiaires  normales, 
d'indices  /,  A,  de  caractéristique  (œ,  G,  co',  0'),  sont  (I,  n"  57) 

F(M  +  i,f)  =e'-'^'F(M,  P), 

F(w,r  +  i)  =e'^''"V(u,i-), 

F(«  4-  g,  (•  +  h)  =  e«"'  F(«,  t.)c2'^'t-'''-"i-^'[-'="-*A]^ 

F(«  +  //,  (•  +  g')  =  e^"'  F(m,  t,)e-^'^'[*»"+('+*?)'']-'"t<«A-('-*P)='']. 

La  caractéristique  nulle  est  celle  qui  répond  à  w  ^  co'=  G  =  G'=  o. 
Parmi  les  fonctions  intermédiaires,  les  seules  qui  puissent  être  paires 
ou  impaires  sont  les  fonctions  normales. 

2~i.  Cela  posé,  les  théorèmes  sur  le  nombre  des  fonctions  normales, 
paires  et  impaires,  d'indices  et  de  caractéristique  donnés,  qu'on  a 
obtenus  dans  le  cas  de  h',  —  gtg\<io,  s'étendent  sans  nouvelle 
démonstration  au  cas  actuel;  dans  les  théorèmes  énumératifs,  il  suffira 
de  remplacer  la  quantité  o  : 

o  =  /^-t-  ^A/+aA% 

laquelle  est  ici  négative  (n"  260),  par  son  module. 
Par  exemple  : 

Le  nombre  des  fonctions  normales  singulières  d'indices  l  et  A,  et 
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de  caractéristique  nulle,  paires  ou  impaires,  linéairement  distinctes, 
est  donné  par  le  tableau 

Paires.  Impaires. 

mod8-)-i  moflo  —  i 


0  impair. 


i  pair 


,       ■  modo +  4  modS  —  4  ,^        „       r,  ,  , 

/>  pair ^ (o  =  /2^_  p/,/_^o(/.î) 

,  .          .  modo  H- 2  modo  —  2  ,,               , 

A- impair (li- — ^■,^>-|>o) 


De  même,  toutes  les  fonctions  normales  paires,  de  caractéristique  et 
d'indices  donnés,  ou  toutes  les  fonctions  impaires,  s'annulent  pour  une 
demi-période  quelconque;  sous  une  autre  forme,  les  fonctions  paires 
s'annulent  pour  certaines  demi-périodes,  les  fonctions  impaires  s'an- 
nulent pour  les  autres  (I,  n°  56).  Les  valeurs  de  ces  demi-périodes, 
données  dans  le  Mémoire  I  (n*"*  o6-65)  pour  le  cas  de  h]  —  g\g\  <C  "• 
s'appliquent  encore  au  cas  actuel;  faisons  seulement  observer  ici  qu'il 
n'y  a  plus  lieu  de  considérer,  sur  une  surface  de  Kummer,  les  courbes 
dont  l'équation  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une  fonction  normale  paire 
ou  impaire  :  dans  le  INIémoire  I,  cette  surface  de  Kummer  avait  les 
coordonnées  bomogènes  d'un  de  ses  points  exprimables  par  certaines 
fonctions  thêta,  aux  périodes  {g,  h,  g'):,  or,  dans  le  cas  actuel, 
h\  —  o-,  g\  étant  positif,  de  pareilles  fonctions  thêta  n'existent  plus. 

Par  exemple,  en  nous  bornant  aux  fonctions  de  caractéristique 
nulle,  d'indices  Z  et  A'  : 

i"  Si  0  est  impair,  les  7, (modo  -+-  1)  fonctions  paires  s'annulent 
pour  six  demi-périodes;  et  les  ^(modo  — i)  fonctions  itnpaires, 
pour  les  dix  autres. 

2°  Si  S  est  pair  et  k  pair,  les  |(modo  -\-  a)  fonctions  paires  ne 
s'annulent  simultanément  pour  aucune  demi-période;  et  les 
^(modS  —  4)  fonctions  impaires  s'annulent  pour  les  seize  demi- 
périodes. 

3°  Si  S  est  pair  et  k  inipaii-,  les  ^(niodo-i-  2)  fonctions  paires 
s'annulent  pour  quatre  demi-périodes  ;  et  lesT,{xnoàù  —  1)  fonctions 
impaires,  pour  les  douze  autres. 


27a.  Somme  des  zéros  communs  à  deux  fondions  intermédiaires. 
—  C'est  un  problème  que  nous  n'avons  pas  traité  dans  nos  deux  pre- 
miers Mémoires;  nous  nous  bornerons  à  donner  sans  démonstration  le 
résultat,  applicable  aussi  bien  au  cas  où  h]  —  S\g\  est  négatif  qu'à 
celui  où  il  est  positif. 

Soit 

a-  +  p/i  +  Y-'=o 

la  relation  singulière  entre  les  périodes;  les  deux  fonctions  intermé- 
diaires considérées  peuvent  évidemment  (n°  264)  se  mettre  sous  les 
formes 

F/,*("  -  \  ''  —  i-t)  =  o,         ¥f.k{u  -  A',  c  —  u.'); 

A,  [/.,  A',  u.'  étant  des  constantes,  et  ¥,k{u,  v),  ¥ij,{u,  v)  des  fonctions 
normales  de  caractéristique  nulle,  d'indices  respectifs  Zet  k,  l  et  A-'. 

On  trouve  assez  aisément  pour  les  sommes  des  valeurs  de  u  et  t-  qui 
sont  les  zéros  communs  aux  deux  fonctions 

2«  =  (//'-f-aYA7/)(A  +  A') 

-^  ;î(M'a  -^  kl'\')  -  y(A7-  -  /A')  (a  -  a'), 
V,.-  =(//'+aYA-A')([;i+[A') 

-^  3(/A'a'+  A/>)  4-  a(  kl'  -  Ik)  (X  -  A'), 

à  des  périodes  près. 

Cas  où  hl  —  gig'^  est  nul. 

276.  Nous  terminerons  oe  Mémoire  par  l'étude  des  fonctions  uni- 
formes de  «,  c,  admettant  les  périodes  (i,o);  (o,  i);  (^,/();  (h,  g'), 
dans  l'hypothèse,  écartée  jusqu'ici,  où  h]  —  g,  g\  =  o. 

Je  dis  qu'il  y  a  nécessairement,  dans  ce  cas,  dégénérescence  ou 
réduction  du  nombre  des  périodes. 

Admettons  en  effet  que  les  quatre  paires  de  périodes  soient  dis- 
tinctes; les  raisonnements  des  n°*  251-237  continuent  à  s'appliquer  et 
établissent  : 

1°  Que  les  périodes  (^,  A,  g')  sont  liées  par  une  relation  singulière; 
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'i"  Que  les  fonctions  unit'onnes  à  étudier  sont  des  (juolients  de 
fonctions  intermédiaires  singulières; 

.î"  Que  la  relation  singulière  peut  se  i\unener,  par  une  Iransloi- 
nialion  ordinaire  du  preniier  ordre,  au  type  a^'- -f- [i// -i- Yi''=  o,  la 
(pianlité  li'\  —  ii\ii\  restant  nulle  après  la  transfornialion. 

277.  Tout  revient  donc  à  l'étude  des  fonctions  entières,  "^^(11,  v)  vé- 
rifiant les  relations  (9)  du  n'^  îioS 

/  cp(w  +  I,  c')  =  o(^«,  r  4-  i)  =  i("i  ''h 

(G)       <  9(«  + -,P  4-/0  =  ?(«,'■  )^■"''''""-'^'''^^ 

Si  les  indices  /  et  /.  sont  tels  que  o  =  /- +  ''^kl  -h  ay/.-  ne  soit  pasnul. 
le  raisonnement  du  n"  2o9  ramène  o(w,i)  à  une  fonction  (lirla. 
6(L  ,  V),  aux  périodes  (G,  H,  G),  et  Ton  a  trouvé 

o(H;-G,G,)  =  //;-;/■,-;, 

ce  qui  montre  que  H";  —  G,  G',  est  nul;  la  lonclion  tlu-la  0(L  ,  \  )  ne 
peut  donc  pas  exister,  doù  même  conclusion  pour  o{u,  t). 

Les  fonctions  entières  s  (z<,  f),  satisfaisant  aux  relations  (())  ci-dessus 
ne  peuvent,  par  suite,  exister  que  si  0  est  nul  ;  il  est  nécessaire  pour  cela 
que  [3-  -  4*Y.  c'est-à-dire  l'invariant  de  la  relation  singulière  entre  les 
périodes,  soit  un  carré  parfait,  ir .  Cette  relation  pourra  dès  lors  se 
ramener  au  type  de  même  invariant 

iili  —  1  =  0,         ou         A  ^  — ' 

II 

et    la   fonction  intermédiaire  o(//,i)  vérifiera   les  é(juatious  (1)  du 
n"  2o5,  (pii  deviennent  ici 

.    'v(  w  +  r ,  r)"=  o(«,  r  -1-  !>  =  o(;/,  r), 
(7)  ■  9(« -H,i'-,  r-^  A)  =  9(;/.r)r'--~''"-'', 

l  9 («  H-  // ,  (•  +  :.'•  )  =  9 (  ?/.  r) e'-'"-'*"'"'''--'' . 

Journ.  de  Math,   (i'  série),  tome   MI.  —   Fuse.  H,   igoi.  I^ 


r,.    iiiMiiKiir. 


(Jii  i(^c()iinait  coinnii'  Inul  à  llicurc  (|ii"iin('  [larcille  l'oucliDii  m'  |it'iil 

oxisler  (|tK'  si  o  =  o,  c'csl-à-dirc  si  /-  -h  iikl  =  o;  d'où  les  deux  liyjK)- 

ihèscs 

/  =  o,  /  -f-  ///,  =  o. 

278.    S..il  <ral.<.ni  /^^o:  on  a 


(8)  oi'M  -1-  tifi-,  r  -f-  i)  -•:-  ^(  //  -f-  /?  r>-,  (■  )  =  ç,(  //,  r  )  r''", 

v"  élaul  uni'  coiislaiilc.  La  fonclimi  o(//,r)  (Manl  unit'orinc  cl  ailiini- 
lant,  par  lappoil  à  ti  ou  r  smil,  la  pciiodc  i,  pmit  se  dovelopjXT  cil 
série  de  l'ouriiM' 

l'^priuious  (pi'cllc  vérifie  (S):  il  \iciit 
(1(1  il 

A  désiynaul  un  entier. 

Deux  cas  sonL  maiiilenanl  à  dislim^uer  selon  que  la  rclalion  (9)  a 
lieu,  ou  non,  pour  plus  dune  valeur  de  p. 

I"  Sicile  n'est  vérifiée  (jue  pour  une  seule  valeur  de  Tenticr  p,  soit  p„ 
cetli^  valeur;  la  série  o{u,  r)  s'écrit 

0(11,  r)  =  ^-'P.«_2  A..-"""  -  >-^'^^-'l{v), 

cl  les  relations  [-^  montrent  (pic  'Ki")  est  une  fonction  tlicla  de  la 
variable  r. 

C'est  un  cas  de  désc"<'rrscence. 
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2"  Si  la  rehuioii  (()  )  osl  vérifiée  pour  deux  valeurs  p„  et  c,  c'est- 
à-dire  si 

on  en  lire 

c'est-à-dii'e  (lue  "■  est  une  fraelion,  i;'  =  — • 

En  ce  cas,  il  y  a  rcduclion  chi  nombre  des  /)c''/-ia(li'.s-,  ou,  ce  (|ui 
revient  au  même,  on  olitieni  une  période  nulle  eu  combinant  les  pé- 
riodes initiales.  Car  si  ./■,  v  et  r  sont  des  enli(Ms,  tes  ipianlilés 

1-1-  /' 

X  -h  z'^     c  est-a-du^e     .<•  -+-:-, 
7 

\-  4-  z/i      e'esl-à-dire      )'  -H  3-) 
II 

forment  une  période,  (pii  peut  évidemmeni  se  réduire  à  (o,  i>)  par  un 
choix  convenable  <les  euliers  r,  r,  ;. 

Ii7i).  I^e  cas  où  /  + //A  serait  nul  domie  Ik'ii  aux  mêmes  conclu- 
sions, et  le  théorème  est  établi. 
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MoiivcDient   triin.    liquide  parfait  siximis  à    la  pcsoiitvm- 
Détermiiiatioii   des   lignes   de  voiiraiit  ; 

Par  m.  C.   SAUTREAUX. 


I. 

Introduction.  Rappel  de  quelques  résultats.  —  Nous  avons  établi, 
dans  lin  travail  précédent  ('  ),  qu'nn  point  de  la  surface  libre  d'un 
liquide  soumis  à  Faction  de  la  pesanteur  a  des  coordonnées  (f, /) 
exprimées  par  les  formules  suivantes  : 

2.f  =  S(a-), 


-//; 


S((v)  +  K 


S '-(«')  cAv 


Dans  ces  formules,  S(a')  désigne  une  fonction  arbitraire  de  la  quantité 
complexe  tv  =  cp  +  i'\i\  g  est  l'accélération  de  la  pesanteur;  enfin  Iv 

désigne  une  constante  dont  la  valeur  est  K  =  -"-  -f-  C  =  gx\,  +  t,\'1  ; 

Xo  désigne  l'abscisse  dir  point  où  la  paroi  cesse  et  où  commence  la  siir- 


')   Annales  de  C Enscignemenl  siijK-rieur  de  Grenoble,  l.  VI,  n°  I. 


I  liC)  C.     SALTHKAl  \. 

face  liliri'.  p„  la  pression,  ^  „  la  vilessc  en  ce  [)oiiit,   u.  la  drusili!'  du 
liquide. 

Si  Ion  pose 


z  ^=  X  -\-  lY  et 


-f^  ^l-\-  ir.'-^  z{  cosO  -!-  /sinO  ), 


nous  avons  égalenienl  élahli  (jue  1'  csl  racine  de  V éqiialiuii  foriclamrn- 
tale  suivante  : 

'C^  -  s'i'u'vc  +  — ? —  ^ ... 


^S(.<-)  +  K 


Dans  le  Mémoire  auquel  nous  faisons  allusion,  nous  nous  occupions 
spécialement  de  la  détcnniualion  de  la  surface  libre. 

Dans  le  travail  acluel  nous  nous  proposons  un  but  difTérent  :  V élude 
des  traji'i'toircs  que  parcourent  les  molécules  fluides.  Nous  allons 
faiie  cette  étude  sur  un  exemple,  en  donnant  à  la  fonction  S(a')  une 
forme  déterminée.  Les  résultats  trouvés  dans  cet  exemple  feront  com- 
prendre la  marche  générale  à  suivre  dans  un  pareil  problème  et  mon- 
treront que  des  méthodes  relativement  faciles  conduisent  aux  con- 
clusions cherchées. 

IT. 

Equdlunis  du  pnddrme.  —  Prenons  pour  Si  »v  i  la  fonction  r""  -i-  x 
(  a  eonsliiulc  arbitraire  ).  L"é(piatioii  foiidanienlale  devienl 


Pour  sinq)litier  l'écriture  supposons  (|iie  la  force  constante  qui  a_iiit 
parallèlement  à  Ox,  au  lieu  d"étre  la  pesanteur  même,  soit  une  force 
constante  d'accélération  i-  =  i6  (au  lieu  de  9,8)  et  supposons  que  la 
constante  arbitraii'e  a  soit  telle  (pu'  Sa  +  K  =  o.  11  reste 

•■'2   _L    ^-"T    _L    lil 
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On  en  liiM^ 


V--=" 


■2'Ç  =  2?  +  ■iir,  =  -  </-"'=h  V/  6'-="'  — 
(Toù 

■iZ  —  -IX  +  2/ 


/v==y  (-.'-"■  ±y^  .'->•- ^). Av. 


m. 

Champ  tr  d'i/itrs^ra/io/i.  —  La  première  question  qui  se  pose  main- 
Icnaul  esl  de  déLeruiiner,  d'une  manière  précise,  le  chemin  le  long 
duquel   doil   être  prise   celle  inlégrale.   llendons-nous  compte  de  la 

posilion  dans  le  plan  n   des  points  critiques  du  radical  i/e"-"' -~  —7,) 

car  le  clianqi  de  l'inlégralion  en  d('^pend,  ainsi  (pie  la  valeur  de  l'inlé- 
grale. 

Les  zéros  du  radical  sonl  les  racines  de  ré(piation 

d'où 

ç  ^  o 
et 

•^  =  o  (  *v„  ), 

On  a  ainsi  les  points  O,  A,  B,  ...,  sur  l'axe  des '|  dans  le  plan  n(y/o'.  i). 
Or,  nous  considérons  une  aire  ;  limitée  par  deux  lignes  de  cornant 
i|i  =  const.;  il  lui  correspond  donc  dans  le  [)lan  ir  une  bande  limilée 
par  deux  parallèles  à  Uaxe  O9.  Pour  que  ces  aires  se  correspondent 
d'une  façon  unifoi-me  il  faut  que  celle  bande  ne  renferme  aucun  point 
critique  du  radical  à  son  intéi'ieur.  Nous  prendrons  donc  successivemenl 
chacune  des  bandes  îfo'CC',  CC'DD',  DD'EE'  pour  domaine  de  tr. 
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Cl-  (|iii  nous  conduira  à  trois  cas  difTérenl?.  Noiisconsidcrcrons  daboid 
le  cas  où   le  domaine  de  w  est  la  haiide  (IC'DD';  puis  celui  où  ce 


E' 

2T-. 

E 

D' 

B 

D 

c 

A 

C 

(W,) 

- 

?■ 

<Wo) 

0 

T 

domaine  est  la  bande  oo'CC;  enfin  celui  où  ce  domaine  est  DD'EE'. 
11  faudra  de  plus,  pour  que  la  représentation  puisse  être  conforme, 

"intégi'ation,  la  déri\ée  ~,  c'est-à-dire   C.   ne 


cnami)  de 


puisse  devenir  nulle.  \ous  pourrons  satisfaire  à  celte  condition  en 
choisissant  convenalilement  la  détermination  de  ;  de  façon  que,  si  le 
poini  criti(pie  ir  =  —  -k,  pour  lequel  'Ç  =  o,  est  dans  le  champ  d'inté- 
gration, il  soit  seulement  sur  la  limite  extrême  de  ce  champ  et,  par 
suite,  puisse  être  considéré  comme  extérieur. 


lY. 


Donutiiic  Ç  correspondant  à  la  bande  CC Ti\}' .  —  Rendons-nous 
comptedes  propriétés  du  domaine  'Ç  répondantà  la  bande  CC'DD' que 
nous  avons  découpée  dans  le  plan  ((•.  Cherchons  en  particulier  dans  le 
plan  'Ç  la  représentation  des  trajectoires  '|  =  const.  comprises  dans 
celle  bande. 

Remarquons  à  ce  sujet  que  Ton  a 


dz 


't. 


'Il  ^    'h 

û.'r         '  <h 
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d'où 

dz  djo  dy        4[''a:-l- "')•] 

\da)    +  \dy) 

en  désignant  par  V  la  vitesse  du  point  considéré  {-f-,  y)  du  lluide  et  par 
iVr  et  (y  les  projections  de  cette  vitesse  sur  les  axes  Ox  et  O  y.  Or  nous 
avons  posé  'Q  =  pe'^;  il  vient  donc 

^  =  p  COS'J  =  -^Y'  '']  —  ?  ^"1  ^  =  "v^i 

d'où 

p  =  |r>         lan-O  =  ^. 

On  voit  que  si  Ton  mène  une  droite  du  point  'Ç  =  o  au  point  courant  "(, 
l'inverse  du  rayon  vecteur  ainsi  obtenu  sera  la  moitié  de  la  vitesse  V 
au  point  (x,  y)  répondant  à  '(,  et  ce  rayon  vecteur  sera  parallèle  à  la 
tangente  à  la  trajectoire  au  point  (,r,  y).  L'étude  des  courbes  du  plan  'C 
donnera  donc  déjà  de  précieuses  indications  sur  les  trajectoires  véri- 
tables du  fluide  en  mouvement. 

Etude  des  courbes  'Ç.  —  Pour  trouver  ces  courbes  du  plan  'C,  partons 
de  l'équation  fondamentale 

or  'C  =  pe'";  il  vient 

p2 e^'O  +  pe-ç-'^-  mO  _^  Xe-P^'*  =  o,  X  =  { ; 

d'où 

p^  cos  2  0  -H  p  e-'f  cos  ( 'j^  —  0  )  +  A (»+'  cos  '^  —  o, 

p-  sin  2O  —  pe~'  sin  ('|^  —  0)  -h  'ke^'^  sin  'j/  =  o. 

Eliminons  cp  pour  avoir  le  faisceau  des  courbes  du  plan  "(  répondant 
aux  diverses  trajectoires  '^  =  const.  Nous  tirons  de  là 

C-9=_  pSin(28-4-) 


e?=  ^  X 


sin(0  —  2i{/) 
sin(6-f-^) 


X  sin  (9  — 26)' 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  \II.  —  Fasc.  II,   i()Oi.  I7 
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d'où  réqiialinn  du  faisceau 

,,  ).  sin-(  0  —  2<j/) 


'"  siii(0  +  '|)sin(20  — -i) 

iNous  avons  indi(]uc  dans  des  figures  la  forme  de  ces  courbes,  -l  prenant 

3         3 


les  valeurs  les  [ihis  remarquables  de  -ry-  -i  -y  (T^o  •  ^  •'  ^') 


■n 

/or 

- 

^ 

4/ 

1 

'"" 

\ 

/s 
/ 

\ 

/ 

7 

Tl' 

\ 

^ 

Nous  avons  marqué  en  trait  fort  les  seules  parties  utiles  de  ces 
courbes.  On  doit  supprimer  en  effet,  comme  ne  convenant  pas  à  la 


question,  certaines  branches  des  courbes  :  1"  Car  ç.  devant  être  réel. 

p'  doit  être  positif:  or  e?  =  !=r-  x  ^-yr ^-  On  ne  doit  doue  prciulrt 

1  '  A  sin  (0  —  2i|>)  ' 

que  les  parties  de  ces  courbes  pour  lesquelles  rinégalilé 


sin(0  +  ]>^sin(0  -  2'})>o 
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esl  satisfaite.  Nous  avons  couvert  de  hachures  les  parties  du  plan  où 
celle  inégalité  n'est  pas  vérifiée. 


.^^ 


2"  1^1  l'on  doit  laisser  de  côté  la  courbe  qui  passe  par  Forigine 
('(  =  G  devant  être  évité). 

On  voit  cpie  c'est  la  seule  i)ranche  FG  qui  correspond  à  la  trajectoire 
cherchée.  Dans  le  cas  de  •];  =  1 35"  {fig.  3),  par  exemple,  c'est  bien  évi- 
dent; pour  les  cas  limites,  tels  que '|  =  120°,'}  =  240",  on  cherchera  la 
l)ranche  utile  sur  la  figure  correspondant  à  une  valeur  de  '^  voisine  de 
1  20"  ou  de  2'io<'  et  l'on  en  conclura,  par  continuité,  les/«-.  2  et  G. 

Remarquons  que  les  courbes  répondant  à  vp  =  i^»  et  à  ■]/  =  2-n:  —  «j-u 
sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  O^.  Celte  symétrie  fait  présager 
une   symétrie  analogue  des   trajectoires  par  rapport  à   l'axe  de   la 

pesanteur. 

On  saisit  ainsi  la  déformation  continue  des  trajectoires  et  grâce  à 
cette  continuité  nous  pouvons  limiter  sans  embarras  le  domaine  'C,  qui 
répond  à  la  bande  CC'DD'  que  nous  envisageons  dans  le  plan  w. 

Passons  à  la  détermination  analytique  de  ce  domaine  'C 


V. 

Limites  exactes  de  ce  domaine.  I.  Première  limite. 
la  racine  ou  la  détermination 


Prenons 


2;  =  —  c 


^^^^^. 
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qui  pour  «•  =  —  oo  ne  donne  pas  ç  =  o,  tandis  que  la  seconde  racine  le 
donnerait. 

l'our  'L  =  -r-  on  a 

Or 

d 'où 

(  I  )       a  ç  4-  2  /-^  =  f  cos  -^  —  /  sin  -ô-  )  (  —  <?"'  —  1/  '?~''^  —  ^-^i 

Le  radical  sera  réel  si  l'on  a 


e--' r  >  o         on         r-'9>  I 


Nous  aurons  donc  deux  cas  à  distinguer  : 
Premier  cas  •"  o  •<  o.  —  T/égalité  (i)  donne  alors 


2C  =         COS-rr 


2y] 
On  en  déduit 

=!  =  —  lauff^  =tano:6o", 

ce  qui  indique  (jue  la  portion  correspondante  de  la  trajectoire  lluide 
sera  une  droite.  D'ailleurs,  le  facteur  —  e~'^  —  i/<?~'' z^estnégatif^ 

donc  \  et  •/;  sont  positifs;  pour  o  =  —  ^o,  ^  et  t,  sont  infinis.  On  voit  cpie 
cette  portion  de  limite  du  domaine  'Ç  est  la  portion  de  droite  DFA  de 

la  figure  faite  pour  ■,[/  ^  -:^  ^  120°  et  (pie  nous  reproduisons  ici  assem- 
blée avec  la  figure  répondant  à  '\i  =  -„-  =  240°  {Jig-  ~)- 


i33 
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Deuxième  cas  :  cp  >.o.  —  L'égalité  (i)  se  transforme,  car  le  radica 
passe  du  réel  à  riniaginaire  en  s'annulant  et  en  changeant  de  signe 


Cette  égalité  devient 
d'où 


4-  2  /  Y]  =   I  CO 


=  —  e~^  cos 


2  ri  =       c  ^  sin 


^^T\/7^- 


On  en  déduit 


Pour  ç  =  +  ce,  on  a  H  ^  4-  oc,  Y]  =  —  oc  et 


1û-—  -—  —  —  • 


^'  =  cot  ^  =  —  tangSo". 

La  limite  correspondante  du  domaine  Ç  est  donc  l'arc  de  courlx-  A(i. 
IL   Seconde  limile.  —  Des  considérations  toutes  semblables  nous 

donneront  la  limite  du  domaine  '(  pour  '^{/  =  ^-  Pour  abréger,  remar- 
quons qu'on  passe  de  la  première  limite  à  la  seconde  en  changeant  / 
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en  —  /,  car 

e    ^  =  e    ^       ^    =  e     . 

On  anra  donc  une  liniile  F'A'G'  syniétri(|ue  de  la  précédenle  par  lap- 
porl  à  Taxe  O^. 

Remarques.  —  On  voit  que  les  courbes  FG  et  F'G',  qui  limitent  en 
partie  le  clomaine  'C  à  considérer,  se  coupent  en  H  sur  l'axe  des  H.  Les 
trajectoires  correspondantes  du  lluide  auront  des  tangentes  parallèles 
à  Ox  aux  points  répondant  à  II.  Ce  fait  est  évidemment  général. 
Chaque  fois  que  les  représentations  dans  le  plan  'Ç  de  deux  trajectoires 
se  couperont  en  un  point  H,  les  trajectoires  véritables  auront  aux 
points  II,  et  H,,  répondant  à  H  sur  chacune  des  lignes  de  couranl,  des 
tangentes  parallèles  entre  elles. 

Pour  que  les  deux  trajectoires  ne  se  traversent  pas,  il  faut  que,  en 
chacun  des  points  de  l'une  quelconque  des  deux  trajectoires,  la  direc- 
tion de  la  vitesse  soit  unique;  et  c'est  suffisant,  car,  s'il  en  est  ainsi,  les 
deux  trajectoires  se  touchent  tout  au  plus  sans  se  traverser.  Il  faut 
donc  que,  à  chacjue  valeur  de  o,  pour  •}  =  ,!>„,  réponde  une  seule  va- 
leur de  tangO  ou  de  0  à  -  près.  11  faut  donc  (jue  le  long  de  la  courbe 
dont  ré(|ualion  est 

^.,  _  ).  s!n-(9  —  2'%) 

'^    ~  "~  sin(f)-h  %)sin('2f)  — 'J^' 

il  y  ait  une  seule  valeur  de  0  (à  -  près)  répondant  à  chaque  point, 
c'est-à-dire  que  la  portion  utile  de  cette  courbe  n'ait  pas  l'origine  pour 
point  multiple.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  la  courbe  conservée  FG.  Nous 
retrouvons  ainsi,  par  des  considérations  purement  mécaniques,  la  con- 
dition donnée  par  la  représentation  conforme,  à  savoir  que  le  point  '^  =  o 
doit  être  évité. 

Si,  dans  le  mouvement  d'un  lluide  on  était  amené  à  prendre  pour  les 
courbes  à  conserver  dans  le  plan  'Ç  des  arcs  ayant  Z  =  o  pour  point 
multiple,  plusieurs  trajectoires  du  lluide  viendraient  se  couper  en  un 
même  point  Z  répondant  à  ^  =  o.  lui  ce  point  Z  la  vitesse  ^   serait 

infinie,  car  p  =  i^-  Si  ce  point  Z  pouvait  être  à  dislance  finie,  on  de- 
vrait le  considérer  comme  un  gouffre  ou  comme  une  source. 
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En  général,  réquation  fondamentale 

'C'  -  S'(«')  l  H ^ =  o. 


n'admet  la  racine  u  =  o  qne  pour  '^S(u' )  +  R  =  ce,  c"esl-à-din;  |i(>ui 

un  pôle  w  de  S(tu)  et,  par  suite,  de  S'(u').  11  peut  n'y  avoir  de  p(jle  de 
la  fonction  S(u)  qu'à  dislance  infinie,  comme  pour  S(u')  =  e~"  +  a. 
Si  le  pôle  est  à  distance  finie,  le  point  correspondant  à  ce  pôle  est  une 
source  ou  un  gouffre. 

Une  seule  des  déterminations  de  'C  devient  nulle  en  ce  pôle  de  S(a), 
la  somme  S'(«^)  des  racines  n'étant  pas  nulle,  mais  infinie  :  la  deuxième 
détermination  est  infinie  et  répond  à  V  =  o,  région  stagnante.  (Je 
point  peut,  dans  cette  seconde  détermination,  répondre  à  une  réj^ion 

finie  ou  même  infinie  du  iilau  s,  car  module  -7^:  c'est-à-dire 


-r-  étant  le  rapport  de  similitude  des  plans  =  et  kv 


VI. 

Domaine  z  correspondant  :  Première  trajectoire  limite.   —  l<"ai- 
sons  correspondre  l'origine  {x  =  o,  v  =  o)  au  ])oint  a-, 


cp  =  o,'];  =  ^)- 


Nous  aurons,  pour  représenter  la  fonction  r  le  long  de  la  limite  (IC 
de  la  bande  CD  CD',  l<i  formule 


IX  -\-  21Y 


=.r{-'-W'-"-^')''"- 


l3Ù  C.     SAUTREAUX. 

I"  Sitrn,C'  où  ç.  <^o,  vp  =  -^,  nous  aurons  tlonc 


OU,  on  nous  aidant  de  réductions  faciles  déjà  indiquées  dans  le  para- 
iii'aplie  précédent, 

oy  =  -  sin  tX\-  ^-'  -  \A"'"^)  ^'' • 

représenlanl  la  droite 

^  =:  j;  tan;;Gi>". 

l'nur'  o  =  —  ce,   en  (jnel  point  de  celte  droite  est  le  mobile?  Les 
coordonnées  sont 

-'■■=-K'-'-/V'-"-^''?)' 

et  prennent  la  forme  ac  —  se  pour  o  =  —  3C.  On  peut  écrire  ces  expres- 
sions, par  exemple,  la  première 


Or 


:-(v'i-e»'U_.=  -i. 
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(l"oi'l 

—  t\X  —  2(e""')ç^_„  =  H-  x:. 

On  a  donc,  pour  ©  ^  —  oo,  a;'  =  —  3C. 

On  verra  de  la  même  façon  quej''=  —  ce  pour  o  =  —  ce.  Le  mobile 
aj)parail  donc  dans  le  troisième  quadrant;  ses  vitesses  c^.  el  r,  sont 
positives;  le  mobile  s'avance  jusqu'à  l'origine  sur  la  droite  dont  riMpia- 
lion  est  v=^j;v/3.  Cette  première  partie  de  la  trajectoire  peut  èUv 
assimilée  à  une  paroi  plane;  pour  la  distinguer,  nous  dirons  (pie  h- 
veste  de  la  trajectoire  est  la  portion  libre;  cherchons-la. 

2"  Sur  w ^  C  oii  ç.  ^  o,  ■!/  =:  ^  nous  aurons 


:*;  =  2.*- -!- 2î  y=  (cos  ^  — /sin^"  j  /     (  — '' "'-i- «  V/ -73^  —  e  -^yl'-j. 
ou,  en  se  servant  de  réduclions  déjà  indi(|U(''('s  plus  haut 


2,f  =^  —  cos 


2j' =       sin -5^   /     r"'(/o +- cos-rf   /     i/-;-j  —  e~-'(/o, 


IX  —      (^"' —  I  )  cos—  -h  sin  i-  /    1  /-r^  —  <"  "''dij, 

■^y  =  -  ( ''-'  -  I )sin  ^  +  cos  ^  1^    y/^  -  .-'^ V/^. 

Cette  portion  libre  de  la  trajectoire  part  du  point  (o,  o)  tangente  à  la 

droite/  =  .rtangGo",  au-dessus  de  Taxe  des  ;r.  C'est  ce  qu'on  vérilie 

sur  la  formule 

6'-?'  sin  ^  +  cos^i/e? —  e~'? 
dy  T,  6 o 

dx         J--  ^         2-  .air    r-r^ — — 

—  e-îcos-^  +  sin -^-y/ei-  — e   -? 

Il  serait  aisé,  comme  nous  l'indiquons  brièvement  dans  une  Note,  à 


Journ.  de  Malh.  (5"  série ),-'.onic  NU.  —   Isisr.  II.  iii" 


uS 


r38  c.    s\rTRr:\t\. 

la  lin  de  cv  tiaxail,  de  laiiii'iirr  aiiv  (juadraliircs  Irijualioii  ciilre  .r  cl  y 
de  celte  portion  libre  de  la  trajecloire,  o  étant  élimine.  Mais  ce  calcul 
n'est  pas  nécessaire  el  nous  allons  chercher  directement,  à  l'aide  des 
expressions  précédemment  écrites  de  x  et  de  y  en  t'onclion  de  o,  la 
forme  néncrale  de  cette  ti'ajectoire. 
On  a 


,    =  —  (^  "'  cos  -5^  +  sin  ^  V  e'  —  <?"■'  =  ^  e~^  +  —  \  t'î 


2 -7-  =  -I-  ^'-^sm  ^:r  -1-  COS  -7r\''^  —  -"  "'  =  ^—  a"''  —  4  \e^  —  c"--*. 

rttp  A  o     '  2  - 

On  ^oit  ([ue  -j^  peut  s'annuler  pour  une  valeur  de  o,  tandis  iju  il  ne 

ijcut  en  être  de  même  de  -7--  La  valeur  di-  -j  (lui  annule  -^  est  racine  de 
'  "■■?      .  "? 

l'équation 

v/3 


d  où  l'on  tire 

(,-3?  _  1 

d'où 

Celte  valeur  de  o  est  bien  dans  le  champ  que  nous  parcourons  pour 

dx 
la  trajectoire  libre.  -^7  est  toujours  positif.  On  voit  donc  que,  lorsque  r 

croit  de  o  à  +  ^,  x  croit  conslamnieul  'Jans  le  même  sens;  il  croit 
d'ailleurs  juscpi'à  -h  ce.  Au  point  de  vue  du  sens  de  la  variation,  on 
peut  donc  remplacer  la  variable  o  par.r,  qui  varie  dans  le  même  sens,  et 
l'on  obtient  le  Tableau  sui\aul 


dy 

dx 

y- 

v/3 

0 

+ 

croît 

0 

ro  maximum 

~ 

décroît 

\^ 
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OÙ  co  cK'sii^nc  la  valeur  de  ./■  rr|ioiulaiil  à  'f  ~  17  log'i  cl  ra  la  \aleui'  lor- 
respondaiilo  de  v.  De  là  on  déduil  la  Forme  i^énérale  de  la  Irajeeloire 


Cherclions  rét|uation  de  rasympLoLe  SU  à  celle  Irajeeloire.  Le  coct- 
ficienl  aiiii'idairc  esl  la  valeur  de  -7-  pour  o  =  +  îc,  ce  qui  donne 
cet  ^-  L'anole  ORS  esl  donc  de  3o".  L'ordonnée  à  lorin'inc  OS  esl 


OS  =  lim 


v/3 


Dans  une  Note,  à  la  fin  de  ce  travail,  nons  ferons  le  calcul  nunn''- 
rique  des  longueurs  w  et  10.  Nous  trouverons 

w  =  0,238854,         cï  =  o,  07,57  (. 


VIL 

Seconde  li-ajecloiie  limite.  Veine  liquide.  Pression.  —  Cherchons 
la  fonction  r  le  long'  de  la  seconde  limite  DD'  de  la  bande  CC^DD'. 

Nous  partagerons  rinlcgrale  ^  en  deux;  la  première  répondra  à   / 

le  long  de  Taxe  des  '^,  la  seconde  sera   /     le  long  de  DD'.  Nous  aurons 
ainsi  pour  la  nouvelle  limite 


1 X  -\-iiv 


^ly 


sje 


>"'),Av+y""(- 


-  v 


■"■ — f'"')  dw. 


I  |ii  c.    svnnEAUx. 

I  il  ralciil  i|iii'  luiu-i  iii(lH|U(M'oiis  à  la  fui  de  ce  Mi'iiiniru  donne 


/       (—  t'"-"  —  \i'-'-"'  —  <'"';  div  =  i  X  3,982. 
Il  xirni  d.Mic.  le  Ion- de  DD', 


2;  =  ^.x  -{-  2iy 


=  /x  3,982  +  /'"(-  e'^'^-y^  r'"'   '^ 


do 


ou.  après  iiHiuction, 


/  X  3,982  -f-  (cos^  —  /sin  ^)  /    (—  ('-^  —  \'e--^  —  e"^ 


?Ado 


■Az  =  I  X  3, 982  -+-  (  cos  -.,-  +  i  sin  -^)  j    ( —  r?  ^  —  \7'  -î'  —  e?;  do, 

on  voit  donc  que,  en  laissant  pour  un  instant  de  côté  le  terme  constant 
7' X  3,982,  cette  expression  de  -iz  ne  dilTère  de  celle  de  la  première 

l'ig-  9- 


•^^ 

^=?==-rir=r:— 

^=^^^^^====r~ 

-v/ 

0  '^     p                                ~^         a; 

r 

liniite  ((ue  parce  ([ue  /est  changé  en  —  /.  On  obtiendra  donc  un<'  lia- 
jecloire  symétrique  de  la  première.  Pour  ç  —  o.  on  a 

2,;-„— o,  2_>'„=  3,982; 

c'est  le  j)oint  \  où  la  partie  rcctiligne  de  cette  trajectoire  se  raccorde 
avec  la  partie  courbe.  Ce  point  étant  ainsi  bien  déterminé,  nous  pou- 
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VOUS  tracoi'  la  trajocloirc  qui  y  passe  cL  nous  ol)lenons  la  fig.   \). 

On  a  donc  une  espèce  d'ajutage  convergent  dont  l'angle  au  soniniel 
vaut  120"  :  le  lluide  sort  de  cet  ajutage,  éprouve  une  contraction 
maxinia  en  11,11',  puis  se  dilate;  11,11',  est  la  section  conli-actée. 

D'ailleurs  le  long  de  ces  trfijcctoires  F  et  F'  la  pression  n'est  |)as 
constante.  Ce  ne  sont  donc  pas  des  surfaces  libres  au  sens  étroit  (pic 
nous  avions  attaché  à  ce  mot  dans  nos  iMémoires  précédents;  et.  en 
elTet,  les  équations  de  la  surface  libre  dans  ce  fluide  sont  bien  dilVé- 
renles  de  celles  de  ces  trajectoires,  ainsi  que  le  montrent  les  écjuations 
rappelées  au  début  de  ce  travail.  Il  faudrait  donc  imaginer  cjue  cette 
veine  lluide  rlébouche  dans  un  autre  lluide  et  que  les  parties  extérieures 
à  la  veine  appartiennent  à  cet  autre  fluide.  Ce  fluide  extérieur  n'est 
pas  en  équilibre,  car  la  pression  le  long  de  F  ni  de  F'  n'est  la  pression 
hydrostatique;  il  est  donc  animé,  par  contact  avec  la  veine,  d'un  mou- 
vement qui,  par  continuité,  doit  se  raccorder  (au  sens  de  la  vitesse 
près)  avec  celui  de  la  veine;  nous  disons  au  sens  delà  vitesse  près,  car 
la  pression  ne  dépend  que  du  carré  de  la  vitesse;  de  pareilles  discon- 
tinuités de  vitesse  sont  frécpientes  dans  les  courants  trancjuilles découpés 
par  des  obstacles  en  deux  ou  trois  zones  contigués  de  vitesses  contraires. 

Pression.  —  \  oici  le  calcul  de  la  pression  le  long  de  F.  Pour  plus 
de  généralité,  faisons  ce  calcul  en  supposant  rjue  l'éfpiation  en  i^  (|iii 
définit  le  mouvement  du  fluide  soit 


Ensuite  nous  ferons  «?  =  r .  D'ailleurs  t)i  =  —  en  réalité. 
Le  long  de  la  partie  libre  de  la  trajectoire  F  on  a 

d'où 

V^=l^e-?        et        V^=  i^(>^îVo=~' 

tu  "         ni   ■  1^    "         m 

V„  étant  la  vitesse  au  point  ./•  =  o,  y  =r  o;  en  ce  point  la  pression  est//,,. 


].'\y.  c.   salthkalx. 

l/t''(|nali()ii  de  la  pression  es!  daillcurs 

'-  H-  -  \  -  —  "•./;  =  '—  -f-  -  V  - 

a  9.  ~  [X  1       " 

([}.  donsili''  (lu  liquide).  Celle  équation  devient  done 

n  i6        ,  Pn  iG 

'-  H r?--^  ~    <rx  —"^  + 

IJ.  2  //«  ~  lA  2  «( 


OU,  en  lenqilaçaul  /«  par  —  i 


p  —  Pu  I         /        . 

ou,  eu  (li\  isaul  par  ix  et  rcniplarant  x'  par  sa  valeur  en  t'onclinu  de  o, 


a  savoir  'ix 


-'.('-'-"^■^^'-i/y. 


p  —  Po 


-li,r,-e-^.)^^^l^'^--e-.é 


l'iiiir  f/t  =^  ] ,  cVst-à-dire  pour  g  =  i6,  o,,  =  o,  on  a 


/    I  ...     , 


On  peut  encore  exprimer/)  en  fonction  de  .r  elj',  en  éliminant  ç.;  ce 
fpii  donne 

^i^=-^"  =x  —  -  (e-?  -  e-?.)  =  x-i-  ~{x-h y  v3) 

ij.ff  2  2 

OU 

,  /L^A;  ^  3..  +  r  v/3  ^  v^  ^  .^.    .^  ^  ^  _ 

l^i,'  2  2     ^        ^  -^   ^ 

Pour  /«  =  r ,  c'est-à-dire  ^«^  =:  iG,  on  a 


P  —  P« 
8[x 


'ix  +  y  \/'3. 
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La  variation  clc/j  le  long  de  la  partie  libre  de  la  trajectoire  T  résulte 
des  calculs  précédents.  On  a,  en  clTet, 


v/3 


/'i      I  m 


Cette  formule  montre  que  ^  est  positif  constamment  lorsque  ç;  croit 
de  o  à  +CC,  c'est-à-dire  tout  le  long  de  la  trajectoire  libre  Y.  Pour 
cp  =  H-  00,  on  a  d'ailleurs  p  =  ^yz.  On  vérifie  ces  résultats  en  remar- 


quant tpie  lu  droite 


3,r  +  )■  v/3 


/^.l 


—  ~  (répondant  à  p  =  o)  ne  coupe 


pas  la  partie  libre  de  la  trajectoire  T. 
Le  long  de  la  paroi  on  a 


i6 


^(^  +  -rf)^hf=^ 


--?  -1-   yV'--î  —   é 


d'où 


-Po 


(e~?-t- v'e"-?—  ef)'- 


-8  + 


-r 


S<' 


c'^d'À  =o; 


or,  pour  .r  =  —  co,  on  a  V  ==  o,  d'où  p  —  —  ce.  Ainsi  la  pression 
diminue  de  p„  à  o  à  mesure  qu'on  s'avance  sur  la  paroi  du  côlé  des  ./■ 
négatifs,  puis  la  pression  devient  négative  et  se  cbange  en  tracliou  ou 
succion;  mais  de  ce  côté  la  rupture  n'est  pas  facile  à  cause  des  parois 
qui  tiennent  les  parties  assemblées. 


VIIL 

Mom-cmcnt  répondant  à  la  bande  90'CC'.  —  Étudions  de  même  le 
mouvement  du  fluide  répondant  à  la  bande  '^cp'CC  du  plan  w.  Grâce 
auv  considérations  précédentes  nous  pourrons  abréger  beaucoup  les 
explications  de  ce  nouveau  problème. 

1°  Pour  la  limite  inférieure  nous  avons  'j/  =  o,  d'où 


2^ 


I  II 

(loriri 


Dr  là  si  ç,  <  o 


c.   s\utiu:aix. 


=  -  e-î  -  \(r^^  -  e'. 


2^  =  -c-?--  v'e-^?-^^? 


(jui  rcprésenlent  O^  et  doivent  correspondre  à  une  paroi  verticale  le 
long'  de  larjucllc  la  vitesse  est  parallèle  à  Ox  et  négative. 
5/  o  ^  o,  on  a 


A  celle  liniile  tle  'i  n'-pondra  une  siii\fa<c  libre  du  domaine  de  z,  la 
.pression  le  long  de  cette  sui'l'ace  étant  conslanle.  <  )u  en  tire 


2.r  =  e''^  —  I, 
2i 


=X\/^-'^""^-' 


n  faisanl  correspondre  le  point  x  =  o,  ^'  =  o  à  o  =-  o.  Cette  surface 


Fig. 

.0. 

lA 

.'/ 

^ 

je' 

0 

V' 

libre  et  la  paroi  sont  représentées  y? »■.  lo.  L'écpuilion  dilléi-cutieile  de 
la  surface  libre  est 


Pour  o  ^  ^  y^,  on  a  2.x-  =  —  i ,  r  =  -f-  ac,  doù  l'asx  niptotc  x  = 
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La  pression  le  long  de  celte  surface  libre  est  donnée  par  la  l'orniule 


U^^  +  rr)=if'-^ 


i6 

yi 

d'où 

et  ici  2x-  =  e"'  —  I ,  d'où 

^  +  «,,-?  _  8(>-'  -  1)  =  ^"  +  8  ; 

d'où  p  —  p^  tout  le  long  de  la  partie  courbe  de  cette  trajectoire. 
-2"  Pour  la  limite  supérieure  (JC  du  domaine  de  it'  nous  avons 

2^  -f-2?ï]  =  (cos^  —  /sin  ^  )  (—  t'-"^  —  sj e-'-'f  —  e^). 


3 
Pour  Ci  <^  o,  nous  en  lirons 


2  H  ==       cos  y  [  -  ."-"P  —  y/f'"'-''  —  e' 


2Y1 


—  ,.-? 


sle--f 


qui  correspondent  à  une  paroi  inclinée  à  60°  sur  l'axe  0.v\  \  et  rj  pour 
m  —  _  3D  sont  infinis  [)ositifs.  L'équation  d'une  parallèle  menée  à  cette 
paroi  par  l'origine  des  coordonnées  est 

•-;  =  —  tan  g -.5^  =:  tangGo". 

C'est  la  paroi  déjà  trouvée  pour  la  trajectoire  V  mais  transportée,  comme 
nous  allons  voir,  parallèlement  à  elle-même.  Pour  avoir  l'intégrale  iz 
relative  à  cette  paroi,  il. nous  faut  en  effet  former  la  somme  suivante 

/      (—  f-"'—  y/e?--"'—  e"')  dw  +   /      (—  <'"""'—  \c-'-"-'  e"')  dw. 
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Un  calcul  i|iie  nous  indiquerons  en  ^"ote,  à  la  fin  de  ce  Iravail  (i^oir 
iVole  II,  p.  i53),  donne 


f 


yr  ■"■—  e'")  dw  =  —  3,45  —  ;  X  r  ,991  8. 
On  a  donc,  pour  un  point  de  cette  paroi 

2  )■  =  —  sin  --    ('-'^  —  i  —        s/e--'^  —  ef  do 


■J.X  =        cos 


3,45, 
1,9918. 


Elle  se  lerniinc  donc  au  point  2X„  ^  —  3,4  ),  2j'o  =  —  1,9918. 
Pour  (p  >  o,  on  a 


cos  ^  «'-^  —  sin  ^  \  e"f  —  e*-', 


ou  bien 


2  r,  ^       sin  ^"  e~'  —  cos  ^  v'^'  —  e~-î' 

o  a 

2  2     ^  ' 

'2  2  ^ 

On  voil  (pie  ■^^  est  conslaninient  positif  tandis  cpie  H  change  de  signe 
eu  s'aniudanl  pour  q=  T^log^  >o;  jiositir  pour  0=^0,  ;  s'annule, 
devient  négalif  el  est  égal  à  —  -x.  pour  s  =^  +  ce.   On  en  déduit 

IX  —  —  3,45      +  cos^((--?—  i)  —  sin  ^  /    v'e''  —  e^-'c^cp, 

2_)'  =  —  1 ,  99 1 8  —  sin  ^  (  6'"^  —  j  )  —  cos  V  /     V  '^'^  —  f'~''  fl"^  • 

De  là  la  Irajectoire  A'  rcprésenlée  fig.  1 1  qui,  avec  la  courbe  A  déjà 
construite,  limite  le  fluide. 
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La  trajectoire  répondant  à  'j/  =  ^  =  60°  est  rectiligne  et  est  axe  de 
symétrie  de  la  veine  liquide.  On  voit  que  c'est,  en  définitive,  la  figure 

Fis.  II- 


correspondant  à  la  bande  CC'DD'  après  rotation  de  120°  autour  du 
point  O. 

C'est  ce  que  faisait  prévoir  la  construction  du  domaine  "Ç  répondant 
à  la  bande  cp^'CC.  Ce  domaine  est  représenté //o-.  12  (trait  fort).  On 


Fig.  12, 


l'obtient  facilement  en  assemblant  la  figure  déjà  construite  pour 
'j/  =  1 20°  et  la  figure  analogue  qui  répond  à  'j^  =  o,  et  en  tenant  compte 
des  signes  trouvés  pour  ^  et  y)  lorsque  cp  =  ±  ao.  Aux  points  A  et  A' 
répondent  les  points  O  et  N  de  la  figure  précédente,  points  où  se 
terminent  les  parois;  au  point  H  répondent  les  points  H,.  H',  où  les 
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tangentes  sont  parallèles  et  inclinées  à  i  20"  sur  Taxe  des  x\,  enfin  an 
point  M,  où  la  branche  AE  perce  l'axe  des  ?,  répond  le  point  M,  de  la 
trajectoire  A',  où  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  desjK,  c'est-à-dire  ho- 
rizontale; à  cause  de  la  symétrie  générale,  H,  et  H',  sont  symétriques 
par  rapporta  l'axe  de  la  veine  et  II,  H',  constitue  la  section  contractée. 

Le  long  de  A'  on  a  4  (?-  +  r,^)  =  -^>  d'où  ^'-      1 6e  =?.  La  pression  le 

long  de  A'  n'est  pas  constante  comme  le  long  de  A;  elle  est  donnée  par 
l'équation 


i  \i^  f  \l<''f-e--fdz,  =  /-J^  -  i5,6. 


Pour  s  =  -I-  oc,  ^  =  —  oo;  la  pression  à  une  certaine  distance  de  \  se 
change  donc  en  traction. 

Mouvemciil  répondanl  à  la  bande  DD'EE.  —  Il  est  clair  que  le 
mouvement  du  fluide  répondant  à  la  bande  DD'EE'  s'obtiendra  de  la 
même  manière  et  doimera  une  figure  analogue  où^  sera  changé  en  —  y. 

Cocflîcienl  de  contraction  de  la  veine.  —  I^e  coefficient  de  con- 
traction, dans  le  premier  exemple  que  nous  venons  d'étudier,  est 

H,  h; 

-^j^  =  C=0,()2. 

Il  en  est  de  même  dans  les  deux  autres  cas.  D'après  le  calcul  de  la 
Note  III  (p.  I  56),  ce  coefficient  de  contraction  est  indépendant  de  l'in- 
tensité g  de  la  force  constante  qui  agit  sur  le  liquide;  dans  le  cas 
de  o-  =  9, 808  on  a  donc  encore  c  =  o,  92  ;  la  forme  de  la  veine  fluide 
reste  la  même,  quel  que  soit  "■;  on  doit  seulement  en  multiplier  toutes 

1      j-  •  ^ —         3/16 

les  dimensions  par  \ni  ou  i  /  — 
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iNOTE  1. 

CALCUL    DE    co    ET    DE    w. 


Nous  allons  craboid  calculei' 

Z=  r  'v'V'*-  e-'^f/cp,         où         '^,  =  Jlog4. 
Posons 

d'où 

ç  =  —  logM,  f/9  = ->  ?  >  o,  donc  //  <  1 

Il  vienl 

Développons  \  [  —  w'  (module  ;/  <  1  "i  en  série.  On  a 

(I  ~  «')'=  1  —  C,«'  — . ..—  C„  ;<"'—. .., 
3  ,    /  3  \  /  3  \ 

=  --Ui)(.-|).(.-i)>o. 


ou 

3  \ 


c, 

on  aura  donc 

(1-  M^)^         -\      .^     '-é  r  ,/"" 
j— ^  =  M   -  —  C I  «     *  —  ...—  L.„  ^^ 

«■^ 

d'où 

F  (  w  )  =    /   "  ~  "  -^  rfw  =  C  H — ^'^^ .  ■  ■  —  C„ 

.  '  «'  1- 1 

,  1 

Pour  9  —  :jlog4  —  log4%  on  a 

_i 
u  =  u,  =  4   ', 


3n  — -+1 


5  3 

3/1  —  — 1-1 
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d'où 

en  iKisiiiil 


-)  3--  3«- 

,2/  2 


On  ;i  (liiillcurs 


en  jiosiuil 


K(  ,)  =  C  +---...-  C„  —'—  =  C  -  E, 

6n. 


I  C,  C„ 


E  =  -^  ^- 


3 3  /j 

\2/  2 

<  )n  iiiini  donc 


(  I  )     -  /  =  /""  =  1^",  )  -  F(  I)  =  C  -  .f  L)  -  C  +  E  =  E  -  4^D, 
d'où 

-  o 6n 

V  2  /  a  a 

JNons  utiliserons  la  formule  (i  )  en  calculaut  d'abord  D,  puis  E. 
Calcul  de  D.  —  Un  calcul  sini[)le  donne  pour  les  coefficients  C^ 

(]  —  -,       C  -  — ,       r  —  —,         r  —  A,       r  —  '- 

■f.  -  2'  ■'a'  '2'  *  2* 

/,    2  1  p    33  ,    33  X  i3 

^'c  —  ^  '^-T  —  ^'  ^^8  —       ^Ti      '         ■  ■  5 

on  a  donc 


(    )      3-i     ^      -^^^-e-i      ^  ^\- 
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OU 

D  =  2+  —  +  -T^  X  —  -f-  ~, H..., 

OU 

D  =  2  +  o,o5  +  0,001:')  +  R  =  2,o5i  5  +  l{. 

Je  dis  ([ue  Ton  a 

R  <^  0,001 . 

En  effet, 

-*'    37--  3,/-- 


C„  I  I 

X    77;    X : 


„  '  1'' 


pu  ^  o'-'» 


(.67  —  i)4''x  3 
Pour  ^  ^  _'|,  on  a  donc 

„    ^      se.  8.5  10  I 

comme  on  le  voiL  en  prenant  les  loi;arilhmes  des  deux  membres.  On 
a  donc 

D  =  2,<)52, 

à  moins  de  — '—  près. 
Calcul  de  E.  —  On  a 

K  =  ^  +  -^x-^  +  Ax-  — +ix-4-h4x— ^  +  lî'. 

(.;)  '-  3-1  ''  6-1  '   »-i      .,-1 

ou 

E  =  2  -+-  0,2  +  0,022727 

+  0,00735  +  0,00067  +"  ^  ~  -'  -'^"7'i"  "*~  ^"^  ■ 
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(Calculons  une  liuiilc  supérieure  de  R'.  On  a,  en  général, 
3.5_i       3.6—-  3.5—  ~ 


—  (i  -  C,  -  C^-  Ct-C,); 

car,  si  dans  le  développement  de  (  i  —  «'  )'  nous  faisons  »  =  i ,  il  vient 

G  =  I  —  (  ] ,  —  Co  — ...  —  G„  — . . . , 

d  où 

C5  +  C„  +  . .  .=  I  —  C,  —  Cj  —  C3  —  C,. 


On  a  donc 

R<^r._fi  +  -L  +  _i  +  j.yi 

^    29  L  \2  2'  o'  2'   /J 

ou 

2  X  0,2734      ^  o 

<  0,010. 

29  ^ 

On  a  donc 

E  =  2,245, 

à  moins  de    -,  près  et  probablement  à  moins  de  — r  près. 

10-  '  '■  10-  ' 

Calcul  de  Z.  —  On  a  encore  à  calculer  4"-  ee  ([ui  donne  1 .  :i6  (  par 
excès).  On  a  donc  enfin 

4^D  =  2,583o, 
et 

Z  =  2,583o  -  2,245  =  o,338. 

Z  =  o,338. 
Calcul  (le  (n  cl  de  xû.  —  On  a 


2(0  = 


(^-'.-.)(-^j^^-^Z, 
2ta  =  (e-^.-g^'-iZ, 
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OÙ 

c-?.  =  4''^  =  o,63, 
d'où 

^.-9,^1  =  0,37; 
on  a  donc 

2C0  =  0,477-0, 

2ro  =  o,T  )i4, 
d'où 

w  =  0, 23885, 
cj  =  0,0707. 

Coefficient  de  contraction.  —  C'est  le  rapport  de  la  section  con- 
tractée à  l'orifice,  c'est-à-dire 

ii.ir,       OX 


ON  ON        ~  '        ON 

Or  (?'o//-Note  II) 

0N=^  =  1,991, 
d'où 

,.  _  1,991  — o,i5i  _  1^  _ 

'.99'  ',99  ~°'^' 


NOTE  II 
Calcu 


:l  DE  I       (— e-"'  — V^e-='"— e")r/n',     et      /      (—<-"'  — v/t^-^"  — e")  rfu 

A.   Calculons  d'abord 

r'i    

K~  I     y/^"'"  ~  e''  dw. 

En  faisant  le  changement  de  variable  e-"'=  w,  il  vient 

Journ.  de  Math,  (ô-  série),  tome  VU.  —  Fasc.   H,  içioi.  20 
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Or 


/  (  I ^  j  du  —  const. 


M~'  —  . . .—  C„ «"•■"'  —  . . 
d'oi' 


«-\i-r)^^C^-...-C      "'"'^' 


d'où 

/-  \ 

Cela  posé  : 

1;;!;=  (a  —  ^)P.  —    I"  Supposons  d'abord  />  :=  tr,  et  çf  ^  nv,  d'où 

o         —  I  +  <V3           .            ,                —  I  —  j\/3 
y  =  j5  =  ;^ — !—         ol         ^  =  a  = — î—  • 

Il  viendra 

3 


a  el  ^  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité.  D'où 

en  posant 

3  _ 

P  =  I  +  ^ h  .  .  .  + 


3  —  I        '''       3/j  —  1 
Calculons  une  valeur  approcbée  de   P.    D'après  les   valeurs   déjii 
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calculées  des  coeiTicicnls  C,,,  on  a 


■j-         2'  a         2"  a         2'    10 


K,  =  .S^  +...+  .--^^  +. .  .5(C,  +  C,  +. . .+  C„  4-. .  .)fv 

Or  nous  savons  (juc  l'on  a 

o  =  I  —  C,  —  Co  — . . .  —  C„  — . . .  ; 
d'où 

("'.,  +  C,,  H- . . .  4-  C„  H-. . .  =  I  —  C,  —  C,  —  C;i  —  C,  ; 

d'où 

II,  f  ^  [  I  -  C ,  -  C,  -  C3  -  C ,,  J     ou     ^  X  o,  273  44  ; 

d'où 

R,5o,oiç). 

On  a  donc 

P  =  I  +  G,  25 -f- o,o2.j  +  0,00781  +  o,oo35 

-4-  0,01 5  environ  =  1 ,3. 

Ainsi 

F  =  1.3. 

On  en  déduit 

l;;;;  =  (  a  -  p)  i ,  3  =  -  /  v'3  x  i ,  3  =  -  /  x  2, 20. 

l[';<  =  (i  —  a)P.  —  2"  Supposons  ensuite 
d'où 

y=a,       /y=i. 

On  aura 

3 

_  l;;:;=  (a  -  .)  +  ^--  3^ +••  .4- 377^(^  -  ■) +•  ■  •  > 
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car  a"'"'=  i,  comme  nous  l'avons  déjà  i-emaïqué.  On  a  donc 

i::::=(>--)['+-+3^+-]=('--)^ 

B.  Ceci  posé,  on  a  d'ailleurs 

r"'( -  '-'-"•  -  v'c-="-c"-) (hv  =  (e—);;;;  -  i;::;; 

or 

On  a  donc 

r"''  =  ([3  -  a^  -  (a  -  [3;)P  =  (13  -  a)(P  ^-  I)  =  /s  3  X  2,3 
= / X  3,982. 
On  a,  de  même, 

/    (—  f'~"'—  v'^~""'—  ^'"')  dw  =  (e""');;:;  —  I;;!;. 

Or 

(  e—' );;:;=  a— t,  1;;:;  =  (  1  —  a)P: 

d'où 

^"'=(a-i)-(i-a)P=:(a-  i)(P-^  1) 
3  +  /./3 


'V'i 


X  2,3  =  —  3,45  —  «  X  1,9918. 


.NOTE  111. 
Généralisation  des  calculs  des  notes  I  et  II. 


Considérons  l'équation 
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plus  géïK-ralc  que  celle  étudiée  précédemment  et  qui  s'y  réduit  pour 
m  —  \.  D'ailleurs  m  —  ~.  Nous  avons  déjà  fait  ceite  s'énéralisalioii 
dans  le  calcul  de  la  pression  (p.  i  fi).  Calculons  dans  la  nouvelle  hypo- 
thèse les  quantités  o.-,  m,    /      ,    / 
(-^n  a  '  "■'       '  "" 


■1^  =  —  c 


y'c  ^"'  —  jiic"". 


Les  racines  du  radical  sont  celles  de  l'équation  r-'""=  w,  c'esl-à-dire 
qu'on  lue  de  là  pour  e""  ou  ii  les  racines  du  cas  de  m  =  i  multipliées 


par  \ni. 
Poson^ 


î, 

c~"'=  Il  =--  c  \lin,  T  =  r    vTOc'  -  e-'^'^ih. 

Ce  radical  deviendra 

T  =/■■%, ',7^37--^,^.  =  -   f    \/'Il_i^^ 

^  /     V  ^"  „,  ""  '  ^'"  dv  =  Zx.  y  tu  =  o,  338  X  y/^- 

J_ 

On  aura  donc,  dans  notre  nouvelle  hypothèse, 

w,  et  CT,  désignant  les  nouvelles  valeurs  de  w  et  de  ct.  On  a  bien 

I   2  W,  —  2  0)  X  V'", 
(    2GT,  =  2CT  X  V"*- 

Le  calcul  de   /       ou  de   /      conduit  à  des  résultats  analogues. 
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On  a 

'  *  i  '" 

On  voil  donc  (jue  toulcs  les  dimensions  de  la  nouvelle  veine  li(|uide 
se  dédnironl  de  celle  éludiée  dans  ce  Mémoire  après  innltipliealion  des 

dimensions  par  y  "i,  ou  w  =  —  • 

l'-n  particulier,  le  coefficient  de  contraction  étant  un  ra[)port  de 
deux  de  ces  dimensions  sera  le  même  que  pour  ///  =  i.  Ce  qui  justifie 
ce  (]ue  nous  disons  page  i  48. 

NOTE  IV. 

Nous  avons  trouvé  pour  les  équations  de  la  trajectoire  Y  en  f()ncli(ui 
du  paramèti-e  arbitraire  o  les  équations  suivantes 

l  -ix  =      (^e"'  —  I  )  cos  ^  -h  sin  ^  /    \  r'  —  cr'^^  do, 

\  iy  =  —  (e-'f  -    i)sin  ^"  +  cos^  ^     \é 
N'ous  avions  d'ailleurs 


,  ^.''  _  ..^  w  y^ 


Combinons  les  équations  qui  donnent  ix  et  iy  de  façon  à  éliminer 
/    V  '^^  —  ''"-'''  do 

*-  0 

enlre  elles  deux.  Nous  aurons 

•IX  QO^— 2y  sin-r  ^  e  ^  —  \ 
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OU 

(•-'=  1  —  x—y\J3  =  X. 

l'iliiiiiiions  ('-?  cnlrc  celle  dernière  équalion  el  les  valeurs  écrites  ]iliis 
liant  de ',- et  ^  cl  divisons  ces  dernières  Tune  \m\v  Fanlre  pour  éli- 

(la  rttp 

miner  dzi  ;  il  viendra 


'"     '' 


^Vi^ 


telle  est  la  relation  entre  .z-,j-,  dj-,  ily. 

On  peut  la  ramener  aux  quadratures.  Pour  cela  il  sut'lil  de  prendre  \ 
pour  fonction  à  la  place  dey. 

On  en  déduit,  en  effet, 

dX  =  —  dx  —  vB  dy 
ou 


d'où,  en  posant 


f(^)  = 


^^^-\/k-^' 


Xs/3  +  v^3i/^-X-^ 


Féquation  différentielle  (i)  devient 
dx 


(2) 


dX        v^3/(X) 


(3)  ce  =      --. hconsl. 


On  voit  ainsi  que,  par  une  quadrature,  on  aura  la  relation  qiu  lie  x  et  j 


PROPRIÉTÉS    ARITHMÉTIQUES    DES    COURBES    ALGÉBRIQUES.  l6l 

Sur  1rs  propriétés  aritliinédcjues  des  courbes  algéhrujites ; 
Par  m.   h.  POINCARÉ. 


I.  —  Introduction. 

Les  propriélés  arilliinéli((U('s  do  certaines  expressions  et,  en  par- 
licnlier,  celles  des  formes  ([iiadraliques  lunaires,  se  rattachent  de  la 
façon  la  plus  étroite  à  la  transformation  de  ces  formes  par  des  snbsli- 
tnlions  linéaires  à  coefficienis  entiers.  Je  n'ai  pas  à  insister  ici  sur  le 
parti  (]ui  a  ('■l(''  lire  de  létudc  de  ces  substitutions  et  (pii  est  assez  connu 
de  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'Arithméticiue. 

On  peut  supposer  i[ue  l'étude  de  groupes  de  transformations  ana- 
logues est  appelée  à  rendre  de  grands  services  à  rArithmétiijue.  C'est 
ce  qui  m'engage  à  publier  les  considérations  suivantes,  bien  quelles 
constituent  plutôt  un  programme  d'étude  qu'une  véritable  théorie. 

Je  me  suis  demandé  si  beaucoup  de  problèmes  d'Analyse  indéter- 
minée ne  pourraient  pas  être  rattachés  les  uns  aux  autres  par  un  lien 
systématique,  grâce  à  une  classification  nouvelle  des  polynômes  ho- 
mogènes d'ordre  supérieur  de  trois  variables,  analogue  à  certains 
égards  à  la  classification  des  formes  quadratiques. 

Cette  classification  aurait  pour  base  le  grouj)e  des  transformations 
birationnelles  à  rucf/icirnls  ralionnrls  que  peut  suliir  une  courbe 
algébrique. 

Joiirn.  de  MatU.  (:>'  série),  tome  VII.  —  l'use.  Il,   lyoï.  21 
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II.  —  Courbes  unicursales. 


Soit  /{JC,  y,  -)  un  polynôme  liouiogènc  en  x',  _)',  -,  à  coefficieuls 
ciuiers.  On  pourra  regarder  réquation 

f{x,  7,  :)  =  o 

comme  l'cprésenlanl  une  courbe  algolu-ique  plane  en  coordonnées 
iiomogènes.  Deux  courbes  /=o  el  y,  =  o  seront  alors  regardées 
comme  équivalentes  on  i\^])AviQni\nl  à  la  même  c/as.îc',  si  Ton  peul 
passer  de  Tune  à  l'autre  par  une  transformation  birationnclle,  ù  coef- 
Jiciciils  entieis  ou  i-alionnels. 

si 'observe  d'abord  (pic  doux  droites 

ax  +  by  -!-(,■;  =  o,  a^  x  -hb,y-hc,z^o 

(où  les  cocriicienls  dos  premiers  membres  sont,  bien  entendu,  entiers 
ou  rationnels)  sont  toujours  équivalentes.  Il  suffit,  en  effet,  de  faire 
correspondre  au  point  M  de  la  première  droite  le  point  M,  de  la  se- 
conde droite,  de  telle  façon  que  la  droite  MM,  aille  passer  par  un  point 
donné  fixe  F  à  coordonnées  rationnelles.  Il  n'y  a  donc  qu'une  seule 
classe  de  droites. 

Considérons  maintenant  les  coniques. 

Soit  donc  /"^o  l'équation  d'une  conique.  Si  cette  conique  passe 
par  un  point  C  à  coordonnées  rationnelles  (c'est  ce  (pie  j'appellerai 
pour  abréger  un  point  ration/wl),  elle  est  écjuivalente  à  une  droite. 
Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  une  droite  quelconque  D  à  coefficients 
rationnels  (ce  que  j'appellerai  une  droite  rationnelle)  et  de  faire  cor- 
respondre à  un  point  M  de  la  conique,  un  point  M,  de  la  droite  D  tel 
que  les  trois  points  MM,  C  soient  en  ligne  droite. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que,  si  une  conique  admet  un  poiiil 
rationnel,  elle  en  admet  une  infinité.  On  peut  le  voir  aussi  comme  il 
suit.  Soit  C  un  point  rationnel  de  la  conique,  soit  P  un  point  rationnel 
quelconque  du  plan.  Joignons  PC,  cette  droite  coupera  la  coni([ue  en 
un  second  point  M  qui  sera  évidemment  rationnel. 
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Les  coniques  qui  adineltent  un  point  rationnel  forment  donc  une 
seule  classe,  et  cette  classe  comprend  également  toutes  les  droites. 
Reconnaître  si  une  conique  admet  un  point  rationnel,  c'est  un  pro- 
blème que  Gauss  nous  a  enseigné  à  résoudre,  dans  son  Chapitre  des 
Disquisilionrs,  inlilulé  Repioseiilalio  cijfrœ. 

Les  coniques  qui  n'ont  pas  de  point  rationnel  se  répartissent  en  plu- 
sieurs classes  et  les  conditions  de  cette  répartition  se  déduisent  immé- 
diatement des  principes  de  ce  même  Chapitre  de  Gauss. 

Considérons  maintenant  une  cubique  unicursale  (à  coefficients  ra- 
tionnels), cette  cubique  a  un  point  double  qui,  étant  unique,  est  for- 
cément rationnel.  Soit  C  ce  point  double,  je  dis  que  notre  cubique  est 
équivalente  à  une  droite.  En  eflct,  soit  D  une  droite  rationnelle  quel- 
conque, nous  pouvons  faire  correspondre  au  point  M  de  la  cubicpie 
uii  point  M,  de  la  droite  D,  de  telle  façon  que  la  droite  MM,  passe 
en  C. 

Les  mêmes  principes  sont  applicables  à  une  courbe  unicursale  quel- 
conque. Soit/=io  une  courbe  unicursale  rationnelle  de  degré  ui\ 
elle  aura  ^ points  doubles.  Par  ces 

{m  —  i )  (  /«  —  2  ) 
2 

points  doubles,  je  puis  faire  passer  oc'"  -  courbes  de  degré  tu  —  2. 

/-.                        {m  —  I ) ( »i  —  2 )       .  11,  ,  ,  .  ,      .  . 

Comme  nos '-^ ^points  doubles  sont  les  seuls  points  doubles 

d'une  courbe  à  coefficients  rationnels,  toute  fonction  symétrique  de 
leurs  coordonnées  sera  rationnelle. 

D'où  il  suit  que  je  pourrai  faire  passer  par  ces  points  doubles  et  par 
m  —  1  points  rationnels  pris  à  volonté  dans  le  plan  une  courbe  de 
degré  m  —  2,  et  une  seule,  et  que  celle  courbe  sera  rationnelle  (je 
veux  dire  à  coefficients  rationnels). 

L'équation  générale  des  courbes  de  degré  m  —  2  passant  par  les 
points  doubles  sera  donc  de  la  forme  suivante 

a,  0,  4-  ajOi  H-  .  .  .  +  a,„_,  cp,„_,  =  o, 

I  ^s  y.  étant  des  coefficients  arbitraires  et  les  ç-  étant  des  polvnomes  en- 
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tiers  homogènes  d'ordre  ni  —  2  en  a-,  y,  z,  à  coefficienls  rationnels 


Posons 


(0 


Si  nous  regardons  les  ?  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  dans  Pespace  à  m  —  2  dimensions,  les  équations  (i)  définissent 
une  transformation  qui  change  la  courhe  unicursale  plane  /  =  o  en 
une  certaine  courhe  de  cet  espace  à  rn  —  2  dimensions;  cette  courhe, 
je  l'appelle  K. 

J'observe  d'ahord  que  cette  courhe  est  de  degré  m  —  1.  V.n  fflel. 
soit 


réqualion  d'un  plan  quelconque  de  l'espace  à  m  —  2  dimensions;  pour 
avoir  les  points  dinlersection  de  ce  plan  avec  K,  je  n'ai  qu'à  chercher 
ceux  de  y  ^  o  avec  la  courhe 

a,  9,  H-  KoCp.  +  ...-(-  a„,^,o„,._,  =  o. 

Cette  courhe  étant  de  degré  ///  —  2,  le  nond)re  tolal  des  poinls  d'in- 
tersection est  ««(/n  —  2),  dont  (m  —  \)( //i  —  2)  sont  confondus  avec 
les  points  doubles  et  dont  rn  —  2  seulement  sont  mobiles. 

Le  nombre  des  points  d'intersection  du  plan  et  de  K  est  donc  ni  —  2. 

C.  Q.   F.   D. 

Je  remarque  ensuite  que  la  transformation  (i)  est  hiralionnello;  en 
effet,  d'abord  l'on  a  directement  les  rapports  des  \  en  fondions  ration- 
nelles de  37,  y,  z  à  coefficients  rationnels.  Je  cherche  mainlenanl  à 
exprimer  inversement  les  rapports  des  trois  coordonnées  .r,  y^  z  eu 
fonctions  des  \. 

Pour  avoir  -  par  exemple,  je  prends  deux  quelconques  des  éiiua- 

tions  (i),  par  exemple. 
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Cl  entre  ré([iialion  /=  o  et  ces  deux  équations  j'élimine  j;  il  restera 
deux  équations 

(2)  F  =  o,         F,  =  o, 

dont  les  premiers  membres  seront  homogènes  en  ./;,  -  d'une  part,  en 
:,,  l.,,  E,  d'autro  part,  l'entre  ces  deux  équations,  éliminons  mamte- 

nant  ^  parla  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur.  Nos  divisions 

successives  nous  conduiront  à]une  série  d'équations  : 

F.  =  o,  F.,  =  o Fp  =  o, 

dont  les  premiers  mend)res  seront  des  polynômes  homogènes  en  x,  z 
d'une  part,  en  ?,,  ç.,  ^3  d'autre  pari,  et  à  cocjfîcicids  raliuiincLs.  Mais 
dans  cette  série,  le  degré  des  polynômes  successifs  en  x  et  z  ira  en  dé- 
croissant. La  dernière  équation  F^=  o  ne  contiendra  plus  x  et  r;  elle 
exprimera  la  condition  pour  que  les  deux  équations  (2)  aient  une  ra- 
cine commune. 

C'est  donc  l'écpialion  de  la  projection  de  la  courbe  K  sur  le  plan  à 
2  dimensions 


L'équation  précédente  F^,_,  =  o  est  homogène  du  premier  degré 

en  X  et  en  z.  On  en  tirera  donc  le  rapport  '-  en  fonction  rationnelle 

de  ^,,  Ho,  ?3  à  coefficients  rationnels,  à  moins  que  F^^,  =  o  ne  se  ré- 
duise à  une  identité,  soit  par  elle-même,  soit  en  vertu  de  F^=  o.  Mais 
si  cette  dernière  circonstance  se  présentait,  cela  voudrait  dire  que 
les  équations 

/=o,       îi  =  k  =  ^ 

'-^1  "^2  'fa 

ont  deux  solutions  communes  toutes  les  fois  qu'elles  en  ont  une.  Or 
la  théorie  algébrique  des  courbes  unicursales,  sur  laquelle  je  n'ai  pas 
à  revenir,  nous  apprend  qu'il  n'en  est  pas  ainsi.  N^ous  n'avons  donc 
pas  à  nous  occuper  de  cette  exception  qui  ne  se  présentera  pas. 


iGG 
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La  ooiicliision  csl  (jiic  la  Iraiisforinalion  (i)  csl  une  IraiisCormatioii 
l)iialioiiiielle  à  coefficients  rationnels  (je  dirai  pour  abréger  une  Iront- 
fovinalion  puremont  rationnelle^  et  même  qu'il  en  est  de  même  de 
la  Iransfornialion 


qui  transforme  la  courl)e  plane  f  ^  n  en  la  courhr  plane  F,,  =  o. 

La  courbe  uuicursale  plane  Fp=o,  riant  la  projcclion  de  K,  est 
de  degré  ///  —  2,  d"où  celle  conséquence  : 

Une  courbe  unicursale  ralionnellc  est  toujours  équivalente  à  une 
autre  courbe  unicursale  dont  le  degré  esl  de  deux  unités  plus  petit. 

De  procbe  en  proelie,  on  arrive  au  résullal  suivant  : 

Une  courba  unicursale  raliuinielle  esl  toi/Jours  équivalente  à  une 
droite  ou  à  une  conique. 

Sur  une  droite  ou  sur  une  (■()ni([ue  ralionnellcs,  il  v  a  une  infinilé 
de  couples  de  points,  tels  que  toutes  fondions  syniélriques  de  leurs 
coordonnées  soient  ralionnellcs  ('c'est  ce  que  j'appellerai  des  couples 
rationnels):,  ces  couples  rationnels  s'obtiennent  sur  une  conicpie  en 
coupant  cette  conique  par  une  droite  rationnelle  (pndconque. 

Donc,  sur  une  courbe  unicursale  rationnelle  quelconque,  il  y  a 
toujours  une  infinité  de  couples  rationnels. 

Sur  une  droite  rationnelle,  il  y  a  toujours  une  iidinilé  de  points  ra- 
tionnels. 

Y^onCySiir  une  courbe  unicursale  rationuelle  quelconque  de  de^rc 
impair,  il  y  a  une  infinité  de  points  rationnels. 

Ces  résultats  peuvent  encore  s'obtenir  d'une  autre  manière. 

J'appellerai  groupe  rationnel  un  groupe  de  points  tels  cpie  toute 
fonction  symétrique  de  leurs  coordonnées  soit  rationnelle. 

,1c  dis  d'abord  que,  sur  la  courbe  /"=  o,  il  v  a  une  inllnité  de  groupes 
rationnels  de  ni  —  2  points.  On  les  obtient  de  la  façon  suivante  : 

Considérons  la  courbe  de  degré  ni  —  1 

a,  o,  -t-  ao  Oo  -f-  .  .  .  -1-  a,„  _,  o,,,,,  =  o, 
et  donnons  aux  coefficients  arbitraires  7.  des  valeuis  rationnelles. 
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Cette  courbe  coupera  /  =  oen  ni  —  i  points,  outre  les  points 
doubles,  et  ces  m  —  2  points  formeront  évidemment  un  groupe  ra- 
tionnel. 

Je  dis  maintenant  qu'il  y  a  une  infinité  de  couples  rationnels. 

En  effet,  par  les  points  doubles,  je  puis  faire  passer  a;-'"'""  courbes 
de  degré  m  —  i.  Prenons  ensuite  dcu\  groupes  rationnels  de  m  —  2 
points;  par  les  points  doubles  et  par  ces  deux  groupes,  je  pourrai 
faire  passer  oo-  courbes  de  degré  ///  —  i  dont  l'équation  générale 
pourra  s'écrire 

(3)  a,<L, -Ha.'j/, -f-aj'^;,  =  0, 

où  les  a  sont  des  coefficients  arbitraires  et  les  '|  des  polynômes  lioiiio- 
gènes  de  degré  m  —  i  en  x-,  y^  :r,  à  cocfficienls  rationnels. 

Donnons  aux  arbitraires  a  des  valeurs  rationnelles  quelconques; 
la  courbe  (3)  coupera  la  courbe  /  =  o  : 

i"  Aux  points  doubles,  ce  qui  compte  pour  {m  —  1)  (///  —  2)  inter- 
sections; 

2°  Aux  points  des  deux  groupes  rationnels,  ce  (pii  fait  2(///  —  ■2)  in- 
tersections; 

3"  En  deux  autres  points  mobiles. 

Ces  deux  points  mobiles  formeront  évidemment  un  couple  ralionnel. 

c.  Q.   F.  D. 

Considérons  la  transformation 


.  on  verrait,  comme  pour  la  transformation  (1),  qu'elle  est  purement 
rationnelle;  et  elle  transforme  f—o  en  une  conique,  puisque  les 
courbes  (3)  coupent/=  o  en  deux  points  mobiles. 

Toute  courbe  unicursale  est  donc  é(|uivalente  à  une  conique. 

Supposons  enlin  m  impair,  je  dis  qu'il  y  aura  une  infinité  de  points 
rationnels. 

Considérons,  en  effet,  couples  rationnels  quelconques,  par 

ces  couples  et  par  les  points  doubles  je  puis  faire  passer  un  faisceau 
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de  courbes  de  (lej;ré  tn  —  -i  ayant  pour  éijuation  ^'énéralc 

(4)  a,0,+aJJ,=  ... 

les  a  étant  arbitraires  cl  les  0  ayant  leurs  cocflieients  rationnels. 

Donnons  auxades  valeurs  rationnelles  queleoiifiues.  La  courbe  (  î) 
coupera  /'=  o,  non  seulement  aux  points  doubles  l't  aux  ni  —  ">  points 
de  nos  couples  rationnels,  mais  encore  en  un  autre  point  ipii,  étant 
unique,  devra  être  rationnel.  c.  q.  f.  d. 


III.  —  Points  rationnels  des  cubiques. 

On  voit  avec  (pielle  facilité  se  traite  le  cas  des  eourljes  unietu-sales. 
Passons  maintenant  aux  courbes  demeure  i  et(rai)ord  aux  plus  simples 
d'entre  elles,  je  veux  dire  aux  cubicpies. 

JÙudions  d'abord  la  dislrii)Utiou  des  points  rationnels  sur  ces 
courbes. 

J'observe  que  la  connaissance  de  deux  points  rationnels  sur  une  cu- 
bique rationnelle  suffit  pour  en  faire  connaître  un  troisième.  V.n  ellet, 
la  droite  (|ui  joint  deux  points  rationnels  doiniés  va  cou[)er  la  cubiqui- 
en  un  troisième  {)oint  (jui,  étant  uni(|ue,  sera  encore  i-ationnel. 

De  même,  si  nous  connaissons  un  ])oint  rationnel,  nous  pouvons  eu 
(b'duire  un  second.  Pour  cela,  considérons  la  tangente  à  la  cubique  en 
un  point  ratiomiel.  Ce  sera  une  droite  rationnelle,  et  elle  coupera  la 
cubique  en  un  autre  point  qui  sera  rationnel. 

^  ovons  ([uels  sont  les  points  ralioiniels  (]ue  l'on  j)eut  déduire  ainsi 
delà  connaissance  de  un,  deux,  trois,  etc.,  points  rationnels  donnés. 

A  cluupie  point  d'une  courbe  de  genre  i  est  attaché  un  ar^umrnl 
elliptique  et  de  telle  façon  que,  sur  une  cubicpie,  la  somme  des  argu- 
ments ellipticjues  de  trois  points  en  ligne  di'oite  soit  constante  à  une 
période  |)iès.  iNous  définirons  l'argument  de  telle  façon  que  cette  con- 
slaule  suit  nullr.  Nous  devons  remarquer  cpie  i'arginnent  n'est  délini 
de  la  sorte  (ju'à  r^  de  période  près.  Car,  si  Ton  ajoute  à  tous  les  argu- 
ments \  de  période  la  somme  des  arguments  de  trois  points  en  ligne 
droite  ne  cessera  pas  d'être  égale  à  une  période. 
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Cela  posé,  soit  Mo  un  point  rationnel  dont  l'argument  elliptique 
soit  a. 

La  tangente  en  JVI„  ira  couper  la  cubique  en  un  point  rationnel  M_, 
dont  l'argument  elliptique  sera  —  2a.  La  tangente  en  M_,  ira  couper 
la  cubique  en  un  point  rationnel  M,  dont  l'argument  elliptique 
sera  45c. 

La  droite  M,  M„  ira  couper  la  cubique  en  un  point  rationnel  M_.,, 
dont  l'argument  sera  —Sa;  la  droite  M_oIM_,  ira  couper  la  cubique 
en  un  point  rationnel  M,  d'argument  7a. 

La  droite  jNLM,,  coupera  la  cubique  en  un  point  M_3  d'argument 
—  8a  et  la  droite  M_3M_,  la  coupera  en  un  point  M.^  d'argument  loa. 

La  loi  est  manifeste  et  il  existera  sur  la  cubique  une  série  de  points 
rationnels  M,,  (n  étant  un  indice  entier  variant  de  —oc  à  +cc)  et 
l'argument  elliptique  de  M„  est  ('in  -h  i)a. 

Ces  points  sont  tous  distincts,  à  moins  que  a  ne  soit  coinmensurable 
avec  une  période. 

La  droite  qui  joint  deux  de  ces  points  M„  et  M^  passe  par  un  troi- 
sième point  rationnel  dont  l'argument  elliptique  est 

et  cjui  fait,  par  conséquent,  encore  partie  de  la  série  des  points  M„. 

Soient  maintenant  iM„  et  IN^  deux  points  rationnels  d'arguments  a 
et  fl;  les  points  M„  et  N^  d'arguments 

(3/^  -)-  i)a     et     {'5p  +  \)'^ 

seront  encore  rationnels  ;  le  troisième  point  d'intersection  de  la  cubicpie 
avec  la  droite  M„Np  aura  pour  argument 

—  (3/i  -hï)y.  —  (3  p  -h  i)^ 

et  sera  rationnel   Les  deux  points 

p     et    ■— (3«  +  i)a  -  (3/)  +  i)!3 

étant  rationnels,  il  en  sera  de  même  de 

(3/iW-i)a-f-3/j[3. 

Jouin.  de  Malli.  (5'  série),  tome  VII.  —  Fasc.  II,  jgoi.  22 
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Im,  (1(>  iiiôinc,  le  point 

■3  II  a  +  (  '^  /)  4-  I  )  |5 
devra  être  rationnel. 

Kn  résumé,  seront  rationnels  tous  les  points  trargunienl 

a  a  4-  />|i, 

où  a  et  h  sont  des  entiers  satisfaisant  à  l'un  des  trois  systèmes  de  con- 
gruences  : 

a  SE=  I ,  />  ^  o       \ 

asso,  h^\        >         (mod3); 

a^^  I,  b^  — 

en  d'autres  termes,  tous  les  points  d'argument 

a  H- 3 // a -t- yj (^^ [i  —  a), 

/?  et  /i  étant  des  entiers. 

Observons  que  si  l'on  joint  deux  de  ces  points,  la  droite  rationnelle 
ainsi  obtenue  coupera  la  cubique  eu  un  troisième  point  dont  l'argu- 
ment sera  encore  de  même  forme. 

Cela  montre  que  tous  les  points  rationnels  que  l'on  peut  déduire 
de  M,,  et  N(,  sont  compris  dans  cette  même  formule. 

Plus  généralement,  si  les  points  d'arguments  elliptiques 

a,      a,,     a,,      ...,     a^ 

sont  rationnels,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  dont  les  argu- 
ments elliptiques  sont  compris  dans  la  formule 

(  i)       7.  -+-  3/ia  -^/^('a,  —  a)  -f-/>,(  a.  —  a)  -h  ...  -4-  /;,^(a,^—  a> 

où  n  et  les  p  sont  entiers. 

Tous  les  points  compris  dans  la  formule  (i)  sont-ils  distincts?  Ils  le 
seront  à  moins  qu'il  n'y  ait,  entre  les  arguments 

a,     a,,      a,,      .  .  .  ,     a^ 

et  une  période,  une  relation  linéaire  à  coefficients  eniiers. 
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On  peut  se  proposer  de  choisir  les  arguments 

(2)  a,      a,,      a,,      ....      a^, 

de  telle  façon  que  la  formule  (i)  comprenne  tous  les  points  rationnels 
de  la  cubique.  Les  q  +  i  points  rationnels  qui  ont  les  arguments  (2) 
formeront  alors  ce  que  nous  appellerons  un  système  de  points  ration- 
nels fondamentaux. 

Il  est  clair  que  Ton  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  le  système 
des  points  rationnels  fondamentaux.  On  devra  tout  d'abord  dans  ce 
choix  s'arranger  de  telle  façon  que  le  nombre  q  -\-  i  des  points  fonda- 
mentaux soit  aussi  petit  que  possible.  Cette  valeur  ininima  de  ce 
nombre  q  -+-  i  sera  ce  que  j'appellerai  le  /-a/io-  de  la  cubique;  c'est 
évidemment  un  élément  très  important  de  la  classification  des  cubiques 
rationnelles. 

Il  y  en  a  d'autres. 

On  sait  que  les  cubiques  réelles  se  partagent  en  deux  catégories  :  les 
unes  ont  une  seule  branche  où  tous  les  arguments  elliptiques  sont 
réels;  les  autres  ont  deux  branches;  tous  les  points  de  la  première 
branche  (branche  impaire)  ont  leurs  arguments  réels,  tous  ceux  de  la 
seconde  branche  (branche  paire)  ont  leurs  arguments  égaux  à  une 
quantité  réelle  augmentée  d'une  demi-période  imaginaire  que  j'appcl- 

lerai  —  • 

Dans  le  premier  cas,  tous  les  points  rationnels  ont  leur  argument 
réel,  de  sorte  que  les  quantités  «,«,,...,  a^  sont  toutes  réelles. 

Dans  le  second  cas,  il  peut  encore  arriver  que  toutes  ces  quantités 
soient  réelles  et  il  arrive  alors  que  tous  les  points  rationnels  sont  sur  la 
branche  impaire  et  qu'il  n'y  en  a  pas  sur  la  branche  paire. 

Mais  il  peut  arriver  également  que  l'une  des  quantités  a  soit  égale 

à  une  quantité  réelle  augmentée  de  —  >  de  sorte  que  l'un  des  points 

rationnels  fondamentaux  soit  sur  la  branche  paire.  Nous  pouvons  tou- 
jours supposer  qu'il  n'y  en  a  qu'un.  Si,  en  effet,  nous  avions  sur  cette 
branche  paire  deux  points  fondamentaux  d'arguments  fl  et  y,  nous 
pourrions  les  remplacer  par  les  points  dont  les  arguments  sont  ^  et 
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—  j5  —  Y  el  le  second  de  ces  nouveaux  points  fondamentaux  serait  sur 
la  branche  impaire. 

Supposons  donc  a,  a,,  .  .  .  ,  a,,_,  réels  el  soit 

[5  étant  réel;  alors  les  points  rationnels  de  la  branche  impaire  seront 
donnés  par  la  formule 

a  -+-  3ny.  4-/?,  (a,  —  a)  -h  p.JoL.^  —  a)  4-  .  .  . 

A  chacun  des  points  rationnels  de  la  branche  impaire  en  corres- 
pondra un  sur  la  branche  paire  et  la  différence  des  arguments  de  deux 

points  correspondants  sera  [î  —  7.  -i 

A  ce  point  de  vue,  nous  devons  considérer  trois  catégories  de  cu- 
biques rationnelles  (outre  celles  de  rang  zéro  qui  n'ont  pas  de  point 
rationnel)  :  1°  celles  qui  n'ont  qu'une  seule  branche;  2°  celles  qui  ont 
deux  branches,  mais  n'ont  de  points  rationnels  cjue  sur  la  branche 
impaire;  3"  celles  qui  ont  deux  branches  et  des  points  rationnels  sur 
les  deux  branches. 

Nous  devons  encore  faire  une  autre  distinction;  il  peut  se  faire  que, 
parmi  les  quantités 

(3)  2«7.  -r-  p,(cf.,  —  a)  +  .  .  .  +p^(y.^—  a) 

(qui  représentent  les  différentes  valeurs  que  peuvent  prendre  les  dif- 
férences des  arguments  des  points  rationnels),  il  y  en  ait  qui  soient  des 
parties  aliquotes  d'une  période  réelle.  Considérons  toutes  celles  des 
quantités  (3)  qui  sont  ainsi  commensurables  avec  la  période  réelle, 
période  que  j'appellerai  co;  leur  plus  grand  commun  diviseur  fera  en- 
core partie  des  quantités  (3)  et  comme  toutes  ces  quantités  ne  sont 
définies  qu'à  un  multiple  près  de  w,  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  w  et  de  celles  des  cjuantités  (3)  qui  sont  commensurables  avec  w 
pourra  encore  être  regardé  comme  faisant  partie  de  ces  quantités  (3). 
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Soit  —  ce  plus  jrrand  commun  diviseur:  tous  les  multiples  de  —  fc- 

ront  partie  des  quantités  (3)  et  ce  seront  les  seules  quantités  (3)  ([ui 
soient  commensurablcs  avec  w. 

Ions  pourrons  supposer  alors  soil  a  =  - — >  soit  a,  =  a  h 

'  ^  '  o  m  lit 

La  connaissance  du  nombre  /«,  s'il  existe  des  quantités  (3)  com- 
mensurablcs avec  ùj,  est  évidemment  aussi  un  des  éléments  les  plus 
importants  de  la  classification  des  cubiques  rationnelles. 

11  arrivera  quelquefois   que  le  seul  point   rationnel   fondamental 

sera  r, —  ;  plus  généralement,  il  pourra  se  faire  que  les  points  ration- 
nels soient  tous  donnés  par  rune  des  formules  : 

^  , ,  K  11)       K  o)  0)         K  (0         2  to 

^     '  m  m  OUI         m  S  m 

ou  bien  que  les  points  rationnels  de  la  brandie  impaire  étant  donnés 
par  Tune  des  formules  (4),  ceux  de  la  branche  paire  s'en  déduisent  en 

aioutant  aux  arguments  elliptiques  soit  —  j  soit 1 

J  o  11  2  2  n«  2 

Dans  ces  divers  cas  il  n'y  aura  qu'un  nombre  fini  de  points  ra- 
tionnels ;  dans  tous  les  autres  cas  il  y  en  aura  une  infinité;  j'ajouterai 
qu'il  y  en  aura  une  infinité  sur  tout  arc  de  la  cubique  si  celle-ci  n'a 
qu'une  branche,  sur  tout  arc  de  sa  branche  impaire  si  elle  a  deux 
branches,  et  enfin  sur  tout  arc  de  l'une  quelconque  des  deux  branches 
s'il  y  a  deux  branches  et  qu'il  y  ait  des  points  rationnels  sur  chaque 
branche. 

Ainsi  se  pose  naturellement  le  problème  suivant  : 

Quelles  valeurs  peut-on  attribuer  au  nombre  entier  que  nous 
avons  appelé  le  rang  d'une  cubique  rationnelle"!  Quelles  sont, 
parmi  les  catégories  que  nous  venons  d'énumérer  et  qui  sont  jus- 
qu'ici logiquement  possibles,  celles  qui  existent  réellement? 
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IV.  —  Autres  courbes  de  genre  1. 

Les  principes  précédents  sont  appli(;il)lcs  à  des  courbes  (pielc<)n([ues 
de  genre  i . 

Considérons,  par  exemple,  une  quartique  gauche.  Chaipie  point  de 
cette  courbe  possède  un  argument  elliptique  ;  et  la  somme  des  argu- 
ments des  quatre  intersections  de  la  courbe  et  d'un  plan  est  nulle. 

Si  donc  les  points  a,  p,  y  sont  rationnels,  il  en  est  de  même  du 
point 

—  y  —  ^i  —  -' 

y.        |j        , . 

Si  le  point  a  est  rationnel,  il  en  est  donc  de  même  du  point  —  '^a. 
puis  des  points 

,)a  =  -  la+  2(-Î7.)|. 

—  7  a  =  —  [  5  a  +  a  -f-  a  I , 

ga  =  -[(-7a)^a4-(-3a)|, 
—  I  I  a  —  —  1 9  K  -f-  7.  -f-  a  I , 

et,  en  général,  de  tous  les  points  (4"  4-  1  )a. 

Si  Y,  [3  et  a  sont  rationnels,  il  en  sera  de  même  de 

--•-?-  Y 
et  de 

-(27.4-7) 

et,  par  consécpient,  de 

Y  -^  f}  -  a  =  -  [  27.  4-  (  -  7.  -  ^  -  Y  )  |. 
Si  donc 

a,      a,,      a,.      .  .  .  ,      7.,^ 

sont  rationnels,  il  en  sera  de  même  de 

{i)     (/\n  +  1)7.  -i-  p,(y.,  —  7.)  -f-/>,(7.,  —  a)  4-  .  .  .  -h  p^Cv-^  —  7.). 
quels  que  soient  les  entiers  />,  />,,  p.,  .  .  .  ,  p,,. 
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C'est  là  une  formule  analogue  à  la  formule  (  i)  du  paragraphe  pré- 
cédent et  qui  se  discuterait  de  la  même  manière. 

Considérons  plus  généralement  une  courbe  de  genre  i  et  de  degré  /// 
dans  l'espace  à  m  —  i  dimensions.  Un  plan  coupera  cette  courbe  en 
m  points  et  la  somme  de  leurs  arguments  elliptiques  sera  nulle. 

Le  même  raisonnement  pourra  donc  s'appliquer. 

Si  a,  a,,  a.,  .  .  .  ,  a^  sont  rationnels,  il  en  sera  de  même  de 

-  (a,,-|-  a,-f-  .  .  .  +a„,^,) 
et  des  divers  points 

—  (m  —  i)a,      —  a^  —  {m  —  2)a,      —  a.  —  a,  —  {in  —  3)a, 
—  a.  +  (a,  — a)  =  —  I  —  ('"  —  i>.)a  —  [—  a^  —  a,  —  (  «/  —  3)a|;, 

et  plus  généralement  de 

{nni  -H  I  ;>  a  +  />,  (  a,  -  a)  -+-  />,(a,  —  a)  +  .  .  .  +  /j^i  a,^  —  a  ), 

formule  analogue  à  la  formule  (i). 

On  arriverait  aisément  aux  mêmes  résultats  eu  raisonnaiiL  direclc- 
ment  sur  les  courbes  planes.  Soit  C  une  courbe  plane  de  degré  m  et  de 
genre  i  ;  elle  aura 

(  »;  —  I  )  (  m  —  ■?.  )  _ 

2 

points  doubles.  Par  ces  points  doubles  je  peux  faire  passer  -x:'"'^ 
courbes  d'ordre  m  —  2  qui  couperont  la  courbe  en  m  points  moliiles: 
j'appelle  ces  courbes  K.  Si  nous  avons  m  —  i  points  rationnels  d'aigii- 
ments  elliptiques 

a,,      a.,,      .  .  .  ,      a,„_,, 

par  ces  points  je  pourrai  faire  passer  une  courbe  K,  cette  courbe  cou- 
pera C  en  un  »«"■""=  point  qui  aura  pour  argument 

—  (a,  +  a, -h  .  .  .  -l-a,„_,) 
et  qui  sera  évidemment  rationnel. 


\']G  H.     POINCARÉ. 

Le  reste  du  raisonnement  se  poursuit  comme  plus  haut. 

Cherchons  maintenant  dans  quels  cas  une  quartique  ou  une  courbe 
de  degré  plus  grand  peut  être  équivalente  à  une  cubique. 

Soit  d'abord  une  quartique  plane  rationnelle  quelconque  de  genre  i . 
Supposons  qu'elle  possède  un  point  rationnel  P.  Par  ce  point  P  et  par 
les  deux  points  doubles,  je  puis  faire  passer  ce-  coniques,  qui  cou- 
peront la  quartique  en  trois  points  mobiles.  L'équation  générale  de 
ces  coniques  pourrait  s'écrire 


les  «  étant  des  arbitraires  et  les  cp  des  polynômes  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels. 

Considérons  alors  la  transformation 


où  les  ^  sont  considérés  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
dans  un  plan.  Elle  transforme  notre  quartique  en  une  cubique,  et  l'on 
verrait,  comme  pour  la  transformation  (i)  du  §11,  que  c'est  une  trans- 
formation purement  rationnelle. 

La  quartique  est  donc  équivalente  à  une  cubique. 

Réciproquement,  considérons  une  quartique  et  supposons  qu'elle 
soit  équivalente  à  une  cubique,  je  dis  qu'elle  admettra  un  point  ra- 
tionnel. 

En  effet,  soit  u  l'argument  ellipticpic  dun  point  de  la  quartique; 
l'argument  elliptique  du  point  correspondant  de  la  cubique  sera  u  4- A, 
A-  étant  une  constante.  Si  trois  points  de  la  cubique  sont  sur  une  droite 
rationnelle,  les  trois  points  correspondants  de  la  quartique,  qui  auront 
pour  arguments  elliptiques  a,  [3,  y?  formeront  un  groupe  rationnel,  et 
l'on  aura 

a-+-;3  +  Y=  -3A-. 

Par  ces  trois  points  et  les  deux  points  doubles  je  puis  faire  passer 
une  conique  qui  sera  rationnelle  et  qui  coupera  la  quartique  en    un 
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:iulie  point  qui,  élanl  iuii([iie,  devra  être  rationnel.  Ce  point  rationnel 
aura  pour  ari;iiiuenl  —  a  —  p  —  y,  c'esl-à-dire  3/i. 

F^a  cul>i(pie  devra  avoir  aussi  un  point  lationnel.  En  cITet,  par  les 
points  doubles  de  la  quarlique  je  fais  passer  une  conique  rationnelle' 
(jui  coupe  la  quarlique  en  quatre  points  simples.  Les  quatre  points 
correspondants  sur  la  eu])ique  formeront  un  groupe  rationnel.  Par  les 
([uatre  points  de  ce  groupe  je  puis  faire  passer  une  infinité  de  coniques 
rationnelles,  qui  couperont  la  cul)i(pie  en  deux  autres  points.  Ces  deu\ 
points  formeront  un  couple  rationnel.  En  joignant  les  deux  points 
d'un  de  ces  couples  rationnels  on  obtiendra  une  droite  ratlonnellr  (pii 
coupera  la  cubique  en  un  troisième  point  qui  sera  rationnel. 

C.   Q.    F.   D. 

Réciproquement,  si  une  cubiepie  a  uu  point  rationnel  1',  elle  est 
équivalente  à  une  quarlique.  En  effet,  je  considère  dans  l'espace  un 
|)oinl  rationnel  quelconque  S:  et  je  considère  ce  point  comme  le  som- 
met d'iui  cône  C  du  troisième  degré  ayant  pour  clireetrice  la  cubique, 
l'ar  le  point  1?  je  puis  faire  passer  une  droite  rationnelle  quelconque 
([ui  coupe  la  cubique  en  deux  points  M  et  M,  formant  un  couple  ra- 
tionnel. Par  les  droites  S\[  et  SM,  je  puis  faire  passer  une  surface  du 
second  degré  rationnelle.  L'intersection  complète  de  celle  surface  et  du 
cône  étant  du  sixième  degré  se  décompose  en  deux  droites  SM  et  SM, 
et  une  quarlique  gauche  rationnelle.  La  projection  de  celle  (juarlicpie 
gauche  sur  un  plan  ratiomiel  quelconcpie  est  une  cjuartiipie  plane  ra- 
tionnelle. 

En  résumé  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  quarlique  ra- 
tionnelle soit  équivalente  à  une  cubique,  c'est  qu'elle  ait  un  point 
rationnel. 

La  condition  nécessaire  et  sullisanle  pour  ipTune  cubiepte  ra- 
tionnelle soit  équivalente  à  une  ipuu-tique,  c'est  qu'elle  ail  un  point 
rationnel. 

Soil/=o  une  eourl>e  plane  de  genre  i  et  de  degré  m.  (Quelle  est 
la  condition  pour  qu'elle  soit  équivalente  à  une  courbe  de  degré  p, 
dont  l'équation  sera  /,  =  o? 

Il  faut  d'abord  qu'il  \  ait  sur  /■=()  un  groupe  rationnel  de /j  points. 

Si,  en  efTet,  nous  coupons  la  transformée /,  =  o  par  une  droite  ra- 

Journ.  de  Matlt.  (5'  s,'nc),loinc   VU.   —   r.nsc.  H,   K.di.  ^2.'^ 
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lioiiiicllf  (|uclc()i)(jii(',  cette  dnjitc  la  cuiiiicia  en  /»  jiiiiiil>  luiinaiil  un 
i;TOii|)e  rationnel.  Les  points  coi  i(  ■^|loll(lallls  sur  /'-o  ioinirioni 
aussi  un  !L;'rou|»c  laliounel. 

.le  (lis  uiainlenanl  (|ne  cette  coiidilion  est  >nlli-aule.  Imi  circl,  s  il 
existe  un  groupe  rationnel  de  p  points,  pai  ee  groupe  el  par  li-s 
points  doubles  je  pourrai  faire  passer  \\\u'  inliuilé  de  cour!)es  de 
dei;ré  ii)  —  3  +  A.  dnnl  r(''i|nali(>u  yriiérale  sera 


'/  X'I 


^Kf 


où  q  =z  Ixiii  —  /'•  i>ù  les  y.  sciiit  des  arbitraires,  les  o  des  pnlynonics 
d'ordre  /j>  —  i  +  A  à  eoetlieienls  rationnels  et  0  un  polMioinr  arbi- 
traire de  degré  /,  —  '>(  le  tenue  0/  disparait  si  /,  <  '5  ). 

Ces  courbes  couperont  /'=  o  en  la»  —  />  points  mobiles.  Si  l'on 
donne  aux  a  des  valeurs  rationnelles,  ces  k//i  ^ p  points  t'ornieronl  un 
groupe  rationnel. 

Considérons  maintenant  un  de  ces  groupes  rationnels  ilc  k/n  —  p 
points,  par  ce  groupe  et  les  points  doubles  nous  pourrons  faire  passer 
une  inlinité  de  courbes  de  degré  ///  -  3  +  /.-,  dont  ré([ualion  générale 
sera 

(■>.)  a,'},  -t-  a,'|,+  .  .  .  +  y;,'l^;,-^r^f=  o, 

où  les  a  sont  des  arbitraires,  les  •!/  des  polynômes  d'ordre  ni  —  3  -i-  A' 
à  coefficients  rationnels  el  r,  un  polynôme  arbitraire  d'ordre  A"  —  3. 

Ces  combes  couperont /"^  o  en  /*  |)()iuls  mobiles.  Si  alors  on  con- 
sidère la  Irausformation 


(où  les  ^  sont  les  coordonnées  bomogènes  d'un  point  dans  un  plan), 
elle  sera  purement  rationnelle,  toujours  en  vertu  du  raisonnement, 
el  elle  transformera  /  = '">  lmi  une  courbe  de  degré/»  [parce  (]ue  les 
courlics  (■'.  )  coupent  /  =  o  en  p  points  mobiles]. 

Cette  démonstralion  suppose  : 

1°  Que  km  >/',  on  peut  toujours  prendre  A'  assez  grand  pour  cela; 
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•j."  Que  /J  ^  ').  Si  /)  -  1  ou  :>,,  il  est  clair  (|uc  le  lliéorèiue  est  eu  dé- 
l'aut,  puis(jifil  iTn  a  pas  de  couihe  de  ^onre  i  et  de  degré  i  ou  :>. 

Si  y)  =  1 ,  eesl-à-tlii'e  s'il  \  a  uu  poiul  rationnel,  il  existe  aussi  un 
groupe  ralioniu'l  de  trois  |ioints  (à  savoir  le  grouj)e  (pii  comprendi'ail 
trois  points  confondus  entre  eux  et  avec  ce  point  rationnel);  la  courhi- 
est  donc  équivalente  à  une  cubique.  Et  Ton  démontrerait  de  même 
qu'elle  est  équivalente  à  une  courl)e  de  degré  quelconque. 

Si  p  =:  ■^,  c'est-à-dire  s'il  y  a  un  couple  rationnel,  il  existe  aussi  uu 
groupe  rationnel  de  quatre  points  (à  savoir  le  groupe  cjui  compren- 
drait (piatre  points  confondus  deux  à  deux  et  avec  les  deux  points  du 
couple);  la  courbe  est  donc  équivalente  à  une  «piartique.  Va  l'on  dé- 
montrerait de  même  (piVlle  est  écpiivalenle  à  une  courl)e  d'un  degrc- 
pair  quelconque. 

Si  /it  est  impair  et  (pi'il  y  ait  un  couple  l'alionnel,  ilyaaussi  un  point 
rationnel.  Car,  parles  points  doubles  et  \)rv  un  groupe  rationnel  de 

//i  —  1  |)oiuls  (pu  conq)rendrail  i/i  —  i  points  contondiis  a 

et  avec  les  deux  points  du  couple,  on  peut  faire  passeï'  une  eourlie  de 
degré  /ii  —  -i  el  une  seule.  Cette  courbe  est  rationnelle  et  elle  eou[)r 
y  =  o  en  un  autre  point  qui  est  uni(pie  et  ratiomiel. 

En  résumé  : 

Pour  qu'une  courbe  rationnelle  de  genre  r  el  de  degré  />/  soi!  équi- 
valente à  une  courbe  de  degré  p  >  3,  il  faut  et  il  suflit  qu'elle  possède 
un  groupe  rationnel  de  p  points. 

Pour  aller  plus  loin,  supposons  que  notre  courbe,  de  degré  //i,  ad- 
mette un  certain  nombre  de  groupes  rationnels.  Supposons-en  trois 
pour  fixer  les  idées. 

Soient  C,,  G^,  G,  ces  groupes  (pii  seront  formés  respectivement  de 
p,,  p.,  et  p.,  ^joints.  Soit  6  le  plus  grand  commun  diviseur  des  (piatre 
nombres 

'",      Pn      p.,       /':,• 

Je  dis  (]u'il  existe  un-groupe  rationnel  de  o  points. 

En  efl'et,  on  peut  trouver  quatre  nombres  entiers  positifs 

k,  .  //,,     //„     /i,, 
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Icis  (jue 

Nous  poui'ioiis  alors  mener  iiiir  iiiliiiiti'  de  coiirhes  de  deiii'é 
/;;  —  3  -H  K , 

passaiil  par  les  poinis  doulih's  cl  a\anl  axcc  /';=  d  un  conlacl  d  nrdic 
//,  —  I  au\  piiinls  du  i^roupe  (i,.  ddrdre  A,  —  i  iin"^  ]i()iuls  du 
_i;rou[ie  (j.,,  d'ordic  //., —  i  aux  |)oiiils  du  L;r()U[)e  (i,.  l'arnii  ees 
courbes,  il  y  lmi  aura   uui'  iuiiniL(''  ipii  seroul  l'aliouncdles. 

Elles  couperont  /  =  o,  au\  points  doubles,  en  A,/?,  points  confondus 
avec  le  groupe  (i,,  en  h^p,  points  confondus  avec  le  groupe  G^,  en 
//.,/).,  points  confondus  avec  le  groupe  (!.,,  d  eu 

Km  —  // ,  p,  —  II-,  p.-,  —  li.f  p.,  =;  0 

autres  points.  Ces  o  points  formeront  ini  groupe  rationnel. 

c.  Q.  V.  n. 

Soit  alors  o  le  plus  petit  nondjre  tel  qu'il  existe  sui'  /'=(>  un  grou{)e 
rationnel  de  o  points.  D'après  ce  qui  précède  : 

1"  Le  degré  m  est  un  multiple  de  ce  nombre  caractéristique  o: 

a"  11  en  est  de  même  du  degré  de  toutes  les  courbes  é(piivaleules 
à/=o; 

3"  Il  en  est  encore  de  même  du  nondjre  des  points  d'ini  groupe  ra- 
tionnel cinelconcjne  de  y  =  o. 

(]e  nombre  caractéristique  o  est  donc  un  des  éléments  les  plus  im- 
portants de  la  classification  des  courbes  rationnelles  de  genre  i . 

Il  me  reste  à  parler  d'un  point  de  détail. 

Considérons  une  quartique  gauche  écjuivalente  à  une  cubique  plane. 
Par  exemple,  la  cnbique  sera  la  perspective  de  cette  quart iqiie.  en 
prenant  pour  point  de  vue  nn  point  S  de  la  (piarti(pie. 

D'après  ce  qui  précède,  ce  point  S  doit  être  rationnel.  Soil  y.  son 
argument  elliptique  sur  la  cjuartique  et 

a'  —  a  -I-  /i 
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SOI)  ariiiuneiil  sur  la  ciil)ii|ue.  Soiciil,  (Taulre  pari, 


a,,  a.,,  . . .,  a„ 


les  arguments  des  autres  points  ralionnels  fontlamentaux  sur  la  (|uar- 
tique  et 

a^.  ==  a,  -h  k  (/  —  t ,  2,  . . . ,  9) 

leurs  arguments  sur  la  cubique 

Nous  avons  vu  que  les  arguments  des  points  rationnels  sur  la  tpiar- 
tique  sont  donurs  [lar  la  formule  : 

^  =  a  +  4 " ^-  -1-  ^fii'^i  —  ^-)5 
et  sur  la  cubique  parla  formule 

[i'  =  a'  -f-  .'3  n  a'  -+-  I^p^ (  y.'^  —  a'  ) . 

Il  faut  démontrer  que  ces  deux  formules  concordent,  c'esl-à-dire 
(Mie  Ton  a 

Or  c'est  ce  qui  est  évident,  si  l'on  observe  cjue 

3/)'  ^  Cf.,         a,-  —  a  =  y.'-  —  a',  3a'  =^  4  a. 

V.  —  Étude  de  quelques  transformations. 

Soit  a  l'argument  d'un  point  rationnel  quelconque  sur  une  cubique; 
la  transformation  qui  change  le  point  d'argument  u,  dans  le  point 
d'argument  —  a  —  it,  sera  évidemment  (les  trois  points  a,  ;/,  —  a  —  w 
étant  en  ligne  droite)  une  transformation  piu-cmcnt  ralioiiucUc  (|ui 
changera  la  cubique  en  elle-même. 

Si  a  et  [5i  sont  les  argum'cnts  de  deux  points  rationnels,  les  transfor- 
mations 

(m,  —a  —  u), 


jHa  u.   roiNCAiti;. 

scroiil  |iuri'iiiriil  ralii)nii('ll('s;  il  en  sera  de  iiiriiir  «Ir  Iimii-  iv'siillaiilc 

(;/-,  ^  —  a  +  //). 

I  )"ailliMiis,  si  a  est  ralioniicl,  il  en  est  de  luèiiie  de  -—  2a,  de  sorlc  (|iir 
la  Iransioniialion  (//,  '\cf.  +  //  )  est  purement  rationnelle. 

iMudions  de  plus  près  ces  transformations  (  //,  jb  —  a  +  //  ). 

Si  X-,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  point  dargumcnl  11,  cl  :,  r^,  C 
celles  du  point  transformé  d'ari;unienl  p  —  a  -i-  «,  les  équations  de  la 
Irausfoi'uialidU  devront  être  di;  la  l'oiine 


(i) 


X  ~  V  ~  Z 


\,  ^  .  z  étant  des  polynômes  entiers  en  ./■,  y,  z  à  coeflici<;nts  ra- 
tionnels. 

(lomment  former  ces  polynômes? 

La  droite  .(■  =  G  coupera  la  cuhicpie  en  trois  points  M,,  M^,  M,  d  ar- 
guments y,,  Yi!  V:i-  Considérons  les  transformés  de  ces  trois  point> 
par  la  transformation  inverse  dc(i),  qui  auront  pour  arguments 

a -,3  + Y,,      a  ^,3  + Y-.'      «  -  [i  +  y^o 

et  ([ue  j'appellerai  M,,  M^,  \1  ,. 
(  )n  aura 

(2)  Y.  +  Y-^  +  Y:.  =  o- 


I  ?   ^:ij  ^:n 


Cîousidi'idns  ilahord  trois  points  l',,  l\,  l' ,  daigumeuts  î 
assujettis  à  la  eondiliou  uuKpn' 

(■■3)  £,  +  £,+  £;,=  '{lî  -  3a. 

(  )n  pourra  choisir  ces  trois  points  de  façon  (piils  forment  un  i^roiq>e 
rationnel. 

Les  siv  points  M,.  W,,  M,.  I\,  V .,  P.,  seroni,  à  cause  des  rela- 
lionsfa)  et  (3),  sur  une  même  eoni<pu',  et  cette  eoiii(|ue  si'ra  lalion- 
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iioUe.  Soit 

X,  =  o 

l'rcjualion  de  celle  coiii(|ue;  je  puis  supposer  qu'elle  esl  écrile  de  lelle 

l'aeon  que  les  coefficicnls  de  X,  soient  entiers  el  premiers  entre  eux. 

D'autre  pari,  la  droite  y  =  o  coupe  la  cul)ique  eu  trois  points  N,, 

N.,,  N.,  ayant  pour  transformés  N',,  N^,  N,.  Les  six  points  X',,  K,,  N.,, 

P,,  P.,  Pj  sont  sur  une  même  conique  rationnelle  dont  l'équation  peut 

s'écrire 

V,  =  o, 

les  coeflicients  de  Y  étant  entiers  et  premiers  entre  eux. 

De  même,  la  droite  z  =  o  coupe  la  cubiipie  en  trois  ])oinls  (),,  ().,, 
Q^ayantpour  transformés  Q',,  Q!,,  Q'.,.  Les  six  points  ()\,  (),,  (  V^,  P, 
P.,,  P;,  sont  sur  une   même  conique  rationnelle  dont  ré(piatiou  [)eut 

s'écrire 

Z,  =  o, 

les  coeflieienls  de  Z  étant  entiers  et  premiers  entre  eux. 
Considérons  alors  la  fonction 

XY| 

Yx;^ 

ce  sera  une  fonction  doublement  périoditpie  de  l'argument  ellipll(pii' 
du  point  ./•,  >-,  r;  celte  fonction  ne  pourra  devenir  infinie,  car  le  déno- 
minateur ne  peut  s'annuler  sans  (pic  le  numérateur  s'annule.  Elle  se 
réduira  donc  à  nue  constante;  pour  la  même  raison 

XZ, 

est  mie  constante.  Nous  pourrons  donc  poser 

\  =  a\r,         \^/'\\,         Z  =  tZ,, 

a,  b,  c  élant  trois  entiers  premiers  entre  eux. 

Ainsi  la  transformation  (i)  peut  s'écrire  de  telle  façon  que  \,  'N  ,  Z 
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soiciil  i\r-  |i(il\  ii(iiin-s  (lu  second  ordre.  Cola  est  luriiie  possible  d  iiih' 
infinité  de  in:iiiières,  car  les  trois  points  P,,  1\,,  P;,  ne  sont  assnjeltis 
ipi'à  une  seuil'  l'^alili'. 

Soient  \'.  ^  .  Z  Unis  jioh  UDnn's  du  second  dei;ri''  l'oruK's  coniiui'  \. 
Y,  Z,  mais  en  remplaçant  les  trois  points  P,,  P^,  Pj  par  trois  auti-es 
points  P,,  P,'.,  P!|  assujellis  comme  eux  à  la  condition  (3).  La  trans- 
formation 


(  I  l/is) 


X         Y'        Z' 


de\ra  ("tiv  la  nièuie  (jue  la  Irausfoiiuation  (i);  je  acux  duc  pai-  là 
(pi\in  point  de  la  cubitjue  /^  o  a  même  transformé,  (pi'on  lui  ajipliqne 
l'une  ou  l'autre  des  deux  transformations.  Les  deux  tiansformations  (i) 
t't  (1  //is)  pounaicnl  être  appliquées  à  un  jioiut  (pieleoU(pii'  du  plan: 
mais  alors  li's  deux  transformés  ne  seraient  pas  les  mêmes. 
Il  résulte  de  là  (jue  les  trois  polynom<"s  du  (juatriéme  degré 

YZ-   ZV,     Z\'-XZ,     X^  —  Y\ 

scjuI  dnislMcs  pai'  /'. 

Il  im|iorte  de  renuiiipier  (pie  la  Iransformalion  (  i  )  est  une  ira//sfo/-- 

iiHttioii  Crrinniin :  c'est-à-dire  (pi'on  peiil  eu  tirer  li's  ra|)jioi-ls  '-,  ■-  en 

fonctions  îaliouuelles  de  H.  r^.  '1.  alors  même  (pie  le  |i((iiil  ./•.  r.  r  n'est 
|ias  assujetti  à  rester  sur  la  cuhiipie  :  et.  eu  eU'el.  ileux  des  coiii(pies 

a\  +  ;iY  +  yZ  =  o,  a'\  n-  [ÎY  +  y  Z  =o 

ncsecoupeul  (pTeu    un   seul    puiiit  moliile.  en  dehors  des  trois  points 
lixesP,,  IV,.  P,. 

(~!es  trois  points  lixes  sont  \i->  itoinls-hasis  tie  la  Irau.-formalion. 

Si  1  on  résout  les  ('(pialions  (  i  ),  on  trome 


(4) 


.\„(;,ï,.ri  V„l;,  Y,,^^  Z„,J,  ï,,  ^) 

\„.   \|,.  Z„   étant  des    pol\  nomes   du    seeuiul   dei^re.    La    tiaiisforma- 
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lion  (4)  est,  ainsi  la  transformalion  inverse  de  (i).  ()iiels  sont  les 
points-bases  de  celle  transformalion  inverse? 

.le  rappelle  que,  dans  une  Iransfornialion  (piadrali(pic  Creiuona, 
toiile  droite  passant  par  un  point-base  se  Lransforine  en  une  droite  pas- 
sant par  un  point-base  de  la  transformalion  inverse. 

Soil  donc  une  droite  D  passant  par  P,;  elle  coupera  la  ciibi([ue  en 
deux  autres  points  H,  et  Ho  ;  la  somme  des  ar^uinenls  de  ces  deux 
points  sera  constante  et  égale  à  —  £,.  Soient  II',  et  II!,  les  transformés 
de  II,  et  11^  ;  la  somme  de  leurs  arguments  sera  constante  et  égale  à 

9.(jî-a)-£,. 

La  droite  II j.  H,,  transformée  de  P,  coupiM'a  la  cubi(pie  en  un  lioi- 
siènie  point  II,  dont  rargunient  sera 

£,-2(7i-a). 

(>Ite  (piantilé  étant  constante,  ce  point  R,  restera  fixe  quand  la 
droite  D  tournera  autour  de  P,.  Donc  R,  est  un  des  points-bases 
de  (4).  Les  deux  autres,  Ro  et  R., ,  auront  pour  arguments 

Ainsi  les  trois  points-bases  de  (4)  sont  encore  sur  la  cubitpie,  et  la 
somme  de  leurs  arguments  est 

Si  donc  nous  considérons  les  trois  points  Pi,,  Pu,  R3,  leurs  transfor- 
més, que  j'appellerai  (),,  Q,,  Q^,  seront  en  ligne  droite,  et  les  trans- 
formés de  leurs  transformés  sont  les  trois  points  P,,  V.,  et  P,. 

Considérons  maintenant  l'expression 

.A-^,V,Z); 
c'est^un  polynôme  du  sixième  degré  en  x,  y,  :  ;  comme  la  Iransfor- 

Journ.  d"  Math.  (5'  série),  tome  Vil.  —  Fasc.  11,   it,oi.  -4 
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iiiiilinii  n'allrre  ])as  la  ciihiqiio  /—  o,  on  aura  idcnlicjiieiui'nt 
(î)  /(X,  V,  Z)  =/[x,y,  z)r,(.r,y,z), 

r,  ('-laiit  un  polynôme  du  troisième  deji^ré. 

Comnic  les  trois  points-liasos  V,,   P.,j   1%  doivent  être  des  points 
Iripli's  |)onr  la  sextique 

/(X,  Y,Z)  =  (> 

et  (pie  ce  sont  des  [loiiils  simples  pour  la  cuhiijue 

/(.-,  v,r)  =  o, 

ce  seront  des  points  donbles  pour  la  cubicjiie  r,  =  o;  de  sorte  que  cette 
cirl)iquc  -q  ^=  o  se  décomposera  en  trois  droites  qui  seront  les  côtés  du 
triangle  P,  par, . 

D'aulro  pari,  les  transformations  (i)  el  {])  étant  inverses  ruiie  de 
lautie,  on  aura 

Xo(X.Y,  X)  _  Yo(X,V,Z)  __  Z,(X,Y,  Zi  __    , 

ou 

j  X„(X,V,Z  >=..,;//, 

(<•>)  Y„(X,  Y,  Z)  =  .»-/;, 

f  Z„(X,  V,Z)  =  3r;. 

Les  jnemiers  membres  étant  des  p<plynomes  ilu  (pialriènie  deijré,  r/ 
sera  un  polynôme  du  troisième  dei;ié;  les  trois  points-bases  étant  des 
jioiuls  doubles  pour  les  (piarti(pies 

X„(X,Y.Z)  =  o,         Y„=(.,         Z„=o, 

seront  aussi  des  points  doubles  pour  la  eubi(|ue  r/ =  o.  (lelle  iiibiqin- 
se  décompose  ainsi  encore  en  trois  droites  (pii  sont  les  trois  ci'ilt's  du 
Irian-le  P,  PJV,. 

Ainsi  les  deux  polynômes  r,  el  r/  ne   peuvent   dillérer  ipie   par   un 
fadeur  consLanl. 
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Le  polvnoinc  r,  est  docoiiiposable  au  point  de  vue  algébrique  o\\ 
trois  facteurs  linéaires;  mais  il  n'arrivera  pas  toujours  que  celle  décom- 
position soit  possible  au  point  do  vue  aritliniéli(jue.  Cela  arrivera  si 
les  Irois  points  P,,  V .,  et  l*.,  sont  ralioiinels.  Il  est  clair  qu'il  est  loujoiii  s 
possible  de  clioisir  ces  trois  points  (qui  sont  assujettis  seulement  à  la 
condition  3)  de  telle  façon  qu'ils  soient  rationnels;  et  cela  dune  infini  l('' 
de  manières  en  prenant 

f,=  y,(  3—  a)  -f-  a  -H  ■)/->,  a  (,  '  =  i ,  '■'-,  J  J, 

avec  la  condition 

'/,-H'7.+  '73=   i-  /',  +  /'.  +  /'.=  - I- 

C'est  la  supposition  (pie  nousado[)lerons  dc'sormais,  saufa\is  ciuiliaire. 

Supposons  que  x',  r,  ;  soii'iit  trois  entiers  jiremiers  entre  eux;  \, 
V,  Z  sont  également  trois  entiers;  il  importe  de  savoir  quel  est  leur 
plus  j;rand  commun  diviseur  S. 

0])ser\(jns  (pie 

X„(X,Y,Z),     Y„(\,Y,Z),     Z„(X,Y,Z) 

sont  divisibles  par  S".  Il  en  résulle  (pie  r/  est  divisible  par  S-.  C"c?-l 
déjà  une  considération  cjui  pourra  nous  aider  à  déterminer  S. 
Considérons  de  nouveau  les  neuf  points 

l\.       (^)„       lî,  (/=l,2,3j. 

iNous  avons  vu  qu'ils  ont  pour  ari^umenls 

£,-,      £.-(;i_a;).      j.-  aij^  -  a), 

avec  la  coiulitioii 

£,-+-£,+  £;,  =  ■5(|i  —  a). 

J)e  là  résulte  immédialeiueut  cjue  ces  neuf  points  se   Iruuveiil  trois  à 
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trois  sur  sept  droilos,  qui  sont  les  droites 

Q,QJh,    P.Q.R3,    l^Q.lî-,    Q,Ra%, 
l'.iî.Q.    Q.i\i{..    r^i\Q:.- 

De  pins,  la  somme  des  arguments  des  neuf  points  (de  mcxne  que  celle 
des  arguments  des  six  points  P,-  et  R,)  étant  nulle,  on  conclut  que  les 
six  points  P,-  et  R,-  sont  sur  une  même  coni(juc  C,  et  que  les  neuf  points 
sont  sur  une  inlinilé  de  cubiques. 

(  )n  voit  alors  (jue  les  six  points  P,  et  R,  sont  les  sommets  d"un  hexa- 
gone de  l'aseal  inscrit  dans  une  coni(jue  C,  et  que  les  points  (^,, 
().,,  Q3  en  lii;iic  dioile  sont  les  intersections  des  trois  j)aires  de  côtés 
opposés  de  cet  hexagone. 

Considérons  les  cubiques  qui  jjasscnl  par  les  neuf  points;  l'iles 
forment  un  faisceau.  L'une  d'elles  est  la  cubique  proposée  /=  o.  Une 
se  décompose  en  une  conique  qui  est  la  conique  C  circonscrite  à  l'hexa- 
gone  de  Pascal,  et  en  une  droite  qui  est  Q,  Q2Q3.  Deux  des  cul)i.'|ues 
se  décomposent  en  trois  droites  qui  sont  pour  Tune  d'elles 

(7)  R,Q.P:n        lî:.Q,l\.,        IÎ.Q.1\ 

et  jiour  Fauti'e 

(8)  lî,L>:,P.,       lU(,),Pa,       R,,(,),P,. 

La  transformation  change  la  cui)ique  /  en  elle-même;  elle  change  la 
conique  C  dans  la  droite  (),  (^^Qs  et  inversement;  elle  change  les  trois 
droites  (7)  les  unes  dans  les  autres,  de  même  que  les  trois  droites  (8). 
Il  y  a  donc  quatre  cubiques  du  faisceau  pour  lesquelles  on  voit  immé- 
diatement qu  elles  ne  sont  pas  altérées  par  la  transformation.  11  sufli- 
rait  de  le  savoir  de  deux  d'entre  elles  pour  conclure  que  cela  est  vrai 
pour  toutes  les  cubiques  du  faisceau. 

Toutes  les  culii(iues  du  faisceau  sont  donc  inaltérées  par  la  translor- 
niation  (1  ).  Si 

A-^-,/, -)  =  o,  <f{x,y,z)  =  o 
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sont  les  équations  de  deux  de  ces  cubiques,  on  aura  évidemment 

AX,Y,Z)=/(.r,y,.)-^, 
9(X,  Y,  Z)  =  cp(.f,  _>',:;)«■/], 

a  étant  une  constante,  et  de  même 

/^X,  Y,  Z)  +  Ao(X,  Y,  Z)  =  [/(,r,  j,  .-)  +  Xo(.r,.>-,  ,.)]/>•/), 

/>  élant  une  autre  constante.  Or  cela  n'est  possible  que  si  a^h  =\\ 
d'où  il  suit  que  le  coeflicient  v]  qui  figure  dans  Téqualion  (i)  est  le 
même  pour  toutes  les  cubiques  du  faisceau. 
Soit  maintenant 

D  =  a.r  +  pj'  +  y;  =  o 

l'équation  do  la  droite  Q,  Q2Q3;  soit 

S(x-,7,  =)  =  o 

celle  de  la  conique  C  ;  je  supposerai  que  les  coefficients  du  polynôme  D. 
de  même  que  ceux  du  polynôme  S  sont  premiers  entre  eux.  L'équation 
de  C  pourra  également  se  mettre  sous  l'une  des  deux  formes 

aX  +  ;îY  + yZ  =  0,  aXo+  ;iY,  +  yZ„=  o, 

de  sorte  que  nous  aurons  identi([ueinent 

aX  +|ÎY   +yZ   =0S, 
aX„+^Y„+yZ„=  0„S, 

0  et  Oo  étant  des  entiers. 
Xous  trouverons  ensuite 

0„S(X,Y,Z)  =  aX„(X,Y,Z)  +  .3Y„(X,Y,Z)  +  yZ„(X,  Y,Z;  =  D-/; 
et,  d'autre  part, 

S(X,  Y,  Z)  (aX  +  ^Y  +  yZ)  =-.  •r,S(.z-,  j,  2)D; 
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dOù 
et  enfin 


VI.   —  Subdivision  des  classes  en  sous-classes. 

SoicMit  C  et  (■/  deux  cubiques  équivalenles;  on  pourra  passer  do  C 
à  C'  par  une  IrausForiuation  pnreimMil  ralionnelle  T  qui,  comme  nous 
allons  le  voir,  sera  généralement  une  transfi)rmatiun  ((uadrattipie.  Soil 


(0 


celte  transformation  où  X,  Y,  Z  seront  des  polynômes  entiers  à 
coefllcicnls  rationnels.  La  droite  x  =q  coupera  la  cubique  C  en  trois 
points  M,,  M,,  M:,  d'arguments  y,,Tj'7:'-  S«oient  M',,  M,,  M,  les  trans- 
formés de  ces  trois  points  par  la  transformation  T~'  inverse  de  T; 
CCS  trois  points  seront  sur  la  cnltique  C  et  auront  pour  arguiiienls 

Y, -A.     Y,-/^,     -,-h     (y,  +  y^  +  Y3  =  ")- 

Par  ces  trois  points  ([ui  fornieront  sui-  C  un  groupe  rationnel  et  par 
deux  points  rationnels  quelconques  du  plan,  je  i)uis  faire  passer  une 
conique  rationnelle  qui  coupera  C  en  trois  autres  points  que  j'appelle- 
rai P,,P.,,P3,  qui  formeront  un  groupe  rationnel  et  dont  les  argu- 
ments £,,  îo,  c.(  seront  liés  par  la  relation 

£,  -I-  £. -I-  £,=  .'î/r. 

Soit  X,  =  o,  ré(]uation  de  cette  conique 

D'autre  part  la  droite  y  =  o  cou[)era  C.  eu  trois  points  X,,  X.,  X^ 
dont  les  transformés  par  T"'  que  j'appelle  X'|,X!,,X,  auront  des 
arguments  dont  la  somme  sera  —  .'ÎA-  (pour  la  même  raison  que  la 
somme  des  arguments  des  trois  points  M',,  Ml,  Mj). 

Il  résulte  de  là  que  les  six  points  X',,  X'^,  X!,,  P,,  P.,  Pj  sont  sur  une 
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iiièiiic  coiiHjuc  qui  esl  ralionnellc  puiscjuc  ces  six  poiiils  forment  doux 
groupos  ralioiinols.  Soit  Y,  =  o  l"é(pialion  do  cette  conique. 

luilin  la  droite  r  =  o  coupera  C  en  trois  points  dont  les  transformés 
par  T  '  seront  avec  r^P^  et  1'^  sur  une  même  conique  rationnelle 
dont  l'équation  seraZ,  =  o. 

Les  polvnomes  X,,  ^  ,,  Z,  sont  du  deuxième  deyré  et  à  coefficients 
lalionnels. 

On  verrait  comme  dans  le  pai'agrajihe  piécédent  (jue  les  fonctions 
doul)!emeut  péii()di(pi('s 

XY,       \Z, 
YX/     Z.\, 

se  l'éduisent  à  des  conslanles  rationnelles  cpic  nous  pouvons  siq)[>osei' 
éj^iiLes  à  I  sans  restreindie  la  généialité.  On  peut  donc  prendie 

X  =  X,,         ^  =  Y,,         /=/,. 

Ainsi  Ton  peut  toujours  supj  oser  que  les  polynômes  X,  "^  et  Z  sont 
du  deuxième  degré  et  sont  les  premiers  mendjres  de  Féquation  de  trois 
coniques  ayant  trois  points  communs.  11  en  résulte  cpie  la  transforma- 
lion  T  est  une  transformation  quadratique  (hemoua,  ayant  pour  points- 
bases  P|,  1\,  1%.  Si  nous  résolvons  les  équations  (^i)  nous  trouvons 

X         y  ; 

^  "  ^  .\„(.;,T,,  ')  ~  TTrV^TT)  ~  Z„(^,ï,,  l)  ' 

X„,Yo,Zo  étant  trois   polynonu^s  tlu   deuxième  degré   à   coefficients 
rationnels. 

Les  équations  (2)  définiront  la  transformation  T~'   inverse  de  T. 

Quels  sont  les  points-bases  de  cette  transformation? 

Soit  D  une  droite  ipielconque  passant  par  P,;  elle  coupera  (J  en 
deux  autres  points  M,  et  IL  dont  les  arguments  a  et  r  devront  satis- 
faire à  la  relation 

-  ?/  -)-  c  H-  î,  =  O. 

Les  transformés  11,  cl  II',  de  ces  deux  points  seront  sur  Cet  auront 
pour  arguments  u  +  A  et  c  +  k.  La  transformée  de  D  esl  une  conique 
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(|ui  doit  se  décomposer  en  deux  droites  dont  l'une  esl  la  drolle  II,  H, 
cl  l'autre  est  la  droite  H,  H!,  qui  doit  ])asser  par  R,. 

Or  la  droite  H',  II!,  coupe  C  en  un  troisième  point  dont  rarirument 
doit  èlr(>  :  t,  —  2 A'.  Il  reste  donc  fixe  quand  la  droite  D  tourne  autour 
(lu  piiint  1*1 .  C'^  ne  peut  donc  être  (jue  le  point  U,. 

En  résumé  les  trois  points-bases  de  (2)  sont  sur  C  et  ont  pour  argu- 
ments 

c,_oA-,      z,-'2h-,      z,-o.k. 

lîemarquons  que  noire  transformation  Cremona  (1)  transforme 
toute  cubique  passant  par  les  trois  points  P,,  Po,  P3  en  une  cubitpie 
passant  par  les  trois  points  H,,  lu,  II3. 

Quelle  esl  la  condition  pour  ([ue  parmi  ces  cubiques  il  y  en  ail  qui, 
tout  en  étant  de  genre  t,  soient  leur  propre  transformée?  D'après  ce 
(pie  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  il  faut  d'abord  que  les 
six  points-bases  soient  sur  une  même  conique.  Si  celle  condition  est 
remplie  celte  conifjue  se  transformera  en  une  droite,  de  sorte  que  les 
trois  points  II, ,  R^,  R3  auront  pour  transformés  Irois  points  Q,,  Q^, 
Q;,  en  ligne  droite. 

11  faut  ensuite  que  ces  trois  points  Q  soient  les  points  d'inlerseclion 
des  côtés  opposés  de  rhexagone  des  points  P  et  R.  Si  celle  condition 
est  remplie  nous  avons  vu  que  les  cubi(pies  (jui  passent  par  les  neuf 
points  P,  Q,  R  ne  sont  pas  altérées  par  la  transformation. 

Il  résulte  d'abord  de  là  cpie  si  la  cubique  G  est  équivalente  à  la 
cubique  C  et  de  telle  façon  que  les  arguments  des  points  correspon- 
dants diffèrent  de  k,  il  y  aura  sur  C  une  infinité  de  groupes  rationnels 
de  trois  points  dont  la  somme  des  arguments  sera  —  3/».  Ce  sont  les 
points  dont  les  transformés  sont  sur  une  droite  rationnelle.  Il  y  aura 
aussi  sur  C  une  infinité  de  groupes  rationnels  de  trois  points  (je  dirai 
de  Iriplrls  rationnels  ou  siuqjlemenl  de  liiplels)  dont  la  somme  des 
argumenls  soit  —  3/i,  comme  par  exemple  le  Iriplet  P,,  Po,  P3. 

Réciproquement  s'il  existe  un  triplel  P,,  P^,  P,  dont  la  somme  des 
argumenls  soit  —  3/>',  la  cubique  C  sera  équivalente  à  une  cubique  G' 
(le  telle  fa(:on  que  les  argumenls  des  points  correspondauts  diffèrent 
de  A  à  un  tiers  de  période  près.  En  effet  ces  trois  points  formant  un 
iiroupe   rationnel,  on  pourra  faire  passer  par  ces  trois  points  trois 
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coniques  rationnelles 

X  -  -  G,  Y  —  o,  Z  =  G. 

La  transformalion  Cremona 

X        Y        Z 

changera  alors  C  en  une  autre  cubique  C  satisfaisant  à  la  condition 
proposée. 

Si  maintenant  il  existe  un  triplet  dont  la  somme  soit  3/i,  il  en  exis- 
tera une  infinité  dont  la  somme  sera  —  3/r;  car  par  ce  triplet  on  pourra 
faire  passer  une  infinité  de  coniques  rationnelles;  chacune  d'elles  cou- 
pera la  cubique  en  trois  autres  points  formant  un  groupe  rationnel  de 
somme  —  'ik.  On  en  conclut  immédiatement  que  s'il  existe  un  triplet 
de  somme  3/»,  il  y  en  a  une  infinité. 

Je  dis  maintenant  que  s'il  existe  sur  C  un  triplet  de  somme  3  A',  il  y 
en  a  une  infinité  de  somme  3nk,  n  étant  un  entier  quelconque  positif 
ou  négatif.  Pour  cela,  d'après  ce  qui  précède,  il  me  suffira  d'établir 
que  s'il  y  a  un  triplet  de  somme  'ink  et  un  triplet  de  somme  3«"A-,  il 
y  en  aura  aussi  un  de  somme  —  3  A(«'  -h  n")  et  par  conséquent  un  de 
somme  3A(/i'-|-  n").  Considérons  en  effet  six  points  formant  deux  tri- 
plets  de  sommes  3  n'A"  et  3n"k. 

Par  ces  six  points  et  par  trois  points  rationnels  quelconques  du  plan, 
je  pourrai  faire  passer  une  cubique  qui  sera  rationnelle.  Cette  cubique 
coupera  C  en  trois  autres  points  formant  un  groupe  rationnel  et  la 
somme  des  arguments  sera  —  3A(/?'  +  n").  c.  q.  f.  d. 

De  là  résulte  la  conséquence  suivante  : 

Si  C  est  équivalente  à  une  cubique  C,,  de  telle  façon  que  les  argu- 
ments des  points  correspondants  sur  C  et  C,  diffèrent  de  A,  elle  sera 

aussi  équivalente  à  une  infinité  d'autres  cubiques  C,,  C,,  . . .,  C„, 

C-i,  C_2,  C_3,  . . .  ;  et  cela  de  telle  façon  que  les  arguments  des 
points  correspondants  sur  C  et  C„  diffèrent  de  nk. 

Une  question  se  pose  ensuite.  D'après  nos  définitions  deux  cubiques 
sont  équivalentes  ou  appartiennent  à  la  même  classe  si  l'on  peut  pas- 
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ser  de  runc  à  Taulrc  par  une  Iraiisformalion  biralionnclle  à  coeffi- 
cienls  rationnels.  Je  dirai  qu'elles  apparliennent  à  la  mînnc  sous-classc 
si  l'on  peut  passer  de  Tune  à  l'autre  par  une  Iransfornialion  linéaire  à 
coefficients  rationnels  (je  ne  dis  pas  entiers). 

On  peut  alors  se  demander  si  toutes  les  cubiques  C„  que  je  viens  de 
dériuir  apparliennent  à  des  sous-classes  difTérentcs.  Bien  cjuc  l'on 
puisse  passer  de  C  à  C„  par  une  transformation  quadratique,  de  telle 
façon  que  les  arguments  des  points  correspondants  dilîèrent  de  «/r, 
ce  n'est  pas  une  raison  pour  qu'on  ne  puisse  pas  également  passer  de  C 
à  C„  par  une  transformation  linéaire,  et  par  exemple  de  telle  façon 
que  les  arguments  despoints  correspondants  soient  égaux. 

11  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  C  soit  transformable 
en  elle-même  par  une  transformation  quadratique,  la  différence  des 
arguments  des  points  correspondants  étant  nk. 

Or  je  dis  que  C  n'est  pas  altérée  par  une  transformation  quadra- 
tique i-ationnelle  qui  cliange  le  point  d'argument  u  dans  le  point  d'ar- 
gument w+3/i.  En  d'autres  termes,  je  dis  que  les  coordonnées  du 
point  M-i-3/i  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées  du 
point  «,  ou,  si  l'on  aime  mieux,  les  coordonnées  de  a  -I-  3  /f  seront  ration- 
nelles, après  adjonction  des  coordonnées  du  point  u  au  domaine  de 
rationalité. 

Soient,  en  effet,  s,,  £o,  S;,  les  arguments  des  points  de  C  qui  forment 
un  triplet  dont  la  somme  est  —  3  A".  Par  le  point  u  et  par  un  point  ra- 
tionnel quelconque  du  plan,  je  fais  passer  une  droite  qui  coupe  C  en 
deux  autres  points  ayant  pour  arguments  r  et  u';  on  aura 

;/  -I-  r  +  ir  =  o. 

Les  deux  points  p  el^v  formeront  un  couple  rationnel  après  adjonc- 
tion des  coordonnées  du  point  u. 

Par  les  cinq  points  £,,  £o,  £;,  a  et  tv  je  puis  faire  passer  une  conique 
qui  sera  rationnelle  après  adjonction  des  coordonnées  de  u;  cette  co- 
nique coupera  C  en  un  sixième  point  qui  sera  rationnel  après  adjonc- 
tion des  coordonnées  de  u. 

Ce  point  ne  sera  autre  que  le  point  u  -t-  3/i. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Ainsi  les  cubiques  C  et  C3  ou,  plus  généralement,  les  cubiques  C„ct 
C„+3  appartiennent  à  une  même  sous-classe.  Donc  les  cubiques  C„  se 
répartissent  en  trois  sous-classes  au  plus. 

Pour  aller  plus  loin,  deux  cas  sont  à  distinguer  :  le  premier  est  celui 
où  la  cubic[ue  C  admet  un  point  rationnel.  Si  alors  a  est  l'argument  de 
ce  point  rationnel,  et  si  la  cubique  C  n'est  pas  altérée  par  une  transfor- 
mation purement  rationnelle  telle  que  les  arguments  des  points  cor- 
respondants dilîèrent  de  3  A-,  le  point  d'argument  a -t- 3  A"  sera  aussi 
rationnel. 

Je  dis  que  C  admettra  un  triplet  dont  la  somme  des  arguments  sera 
—  3  k,  de  telle  façon  qu'elle  sera  équivalente  à  une  cubique  C, ,  la  diffé- 
rence des  arguments  des  points  correspondants  étant  k.  En  effet,  par 
le  point  a  je  fais  passer  une  droite  rationnelle  quelconque;  elle  coupera 
C'en  deux  points  d'arguments  p  et  y  formant  un  couple  rationnel.  On 
aura 

a  -h  ^  -H  Y  =  o. 

Par  les  deux  points  ^  et  y,  par  le  point  rationnel  a  -+-  3  A  et  par  deux 
points  rationnels  quelconques  du  plan  je  fais  passer  une  conique  qui 
est  rationnelle;  elle  coupe  C  en  trois  autres  points  qui  forment  un  tri- 
plet rationnel  et  dont  la  somme  des  arguments  sera 

—  Jï  —  Y  —  (a  -(-  3/1)  =  —  3 A".  c.   Q.   F.  D. 

Si  maintenant  la  cubique  C  a  un  point  rationnel,  tous  ses  points  ra- 
tionnels seront  compris  dans  la  formule 

a  -t-  2/;a  -i-/j,(a,  —  a)  -I-  p.,(iy...  —  a)  -h. . .  +  p^(rj.^ — a), 

la  cubique  étant  supposée  de  rang  q  -\-  \ . 
Je  suppose  de  plus  qu'aucune  des  quantités 

3«y. -{-/),  (a,  -  a) -F-/;, (a,-  y.)  ^ . .  .^  p,^(^rj.^—  a) 
ne  soit  une  partie  aliquote  d'une  période,  mais  que 
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soicnl  des  parlics  uliquoles  dune  période,  de  telle  façon  que  pour  s  <iq 

m, (a,—  a) 

soit  une  période  (/n,  étant  un  entier). 

Quel  sera  le  nombre  des  sous-classes  de  la  classe  dont  fait  partie  C? 

Quelle  est  la  condition  pour  qu'il  existe  une  cubique  C^  équivalent); 
à  C,  de  telle  manière  que  la  dillérence  des  arguments  soit  A? 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  c'est  qu'il  existe  une  transfor- 
mation de  C  en  elle-même,  la  différence  des  arguments  étant  3  A";  cest- 
à-dire  que 

(3)  3A-  =  3//a  -+-/),  (a,  -   a)  +  /Jn(a.j  -  a)  +.  .  .  +  py(a,,  —  a). 

Maintenant,  deux  valeurs  A'  et  A"  de  A  conduiront  à  deux  cuhicjucs 
C;c  et  C/,"  appartenant  à  la  même  sous-classe  si 

(4)  A'-- A"=3«a-i-/?,(a,  — a)-i-/?,(a,— a)  +  ...  +  /j^(a,-a)  ('). 

L'équation  (3)  nous  donnera  les  valeurs  de  A;  on  voit  qu'à  cbaque 
valeur  du  second  membre  correspondent  neuf  valeurs  distinctes  de  A, 
différant  entre  elles  de  ^  de  période.  Mais  il  importe  de  remarquer  que 
ces  neuf  valeurs  ne  nous  conduiront  pas  à  des  cubiques  Q  appartenant 
à  des  sous-classes  différentes.  En  effet,  l'argument  d'un  point  de  Q  est 
défini  par  cette  condition  que  la  somme  des  arguments  de  trois  points 
en  ligne  droite  soit  égale  à  zéro  (ou  plutôt  à  une  période).  Mais  cette 
condition  ne  définit  évidemment  l'argument  qu'à  ^  de  période  près. 

A  cbaque  système  de  valeur  des  entiers 

correspond  donc  une  cubique  C^..  Mais  si  deux  pareils  systèmes  den- 


(')  C'est  d'ailleurs  le  seul  cas  où  l'on  puisse  passer  de  C^.-  à  Cyf  par  une  trans- 
formation linéaire  de  telle  façon  que  la  différence  des  arguments  des  points 
correspondants  soit  une  constante;  mais  il  peut  arriver  aussi  que  l'on  puisse 
passer  d'une  cubique  à  l'autre  par  des  transformations  linéaires  d'une  autre  na- 
ture que  nous  appellerons  impropres.  Nous  y  reviendrons  plus  loin. 
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tiers  ne  diffèrent  que  par  des  multiples  de  3,  les  cubiques  correspon- 
dantes sont  de  la  même  sous-classe.  Si  le  second  membre  de  (3)  ou 
de  (4)  ne  pouvait  jamais  devenir  égal  à  une  partie  aliquote  d'une  pé- 
riode, le  nombre  des  sous-classes  serait  alors  3""^'  au  plus. 

Mais  si,  par  exemple,  in^i^ag—  a)  était  une  période,  et  que  le  nombre 
entier  m^  ne  fût  pas  divisible  par  3,  on  pourrait  prendre  deux  systèmes 
d'entiers 

n',p\,p,,  ...,/>;, 

de  telle  sorte  que  chaque  nombre  du  premier  système  soit  égal  au 
nombre  correspondant  de  second  système,  à  l'exception  des  nombres />^^ 

Si  alors  A'  et  A"  sont  les  valeurs  de  k  correspondantes,  on  aurait 
On  peut  alors  prendre 

(0 

a  —  a  =  —  . 

et  poser 

P'.i~p\  =  3|x  + w// 

(a  et  V  étant  des  entiers),  d'où 

li  —  K  = f-  -2"  =  (  a,.  —  a)  -1-  ^  de  période. 

De  telle  façon  que  les  deux  cubiques  C^  et  Q»  seront  encore  de  la 
même  sous-classe. 

Donc,  pour  que  deux  cubiques  soient  de  la  même  sous-classe,  il  suflit 
que  les  deux  systèmes  d'entiers  correspondants  ne  diffèrent  que  par  des 
multiples  de  3,  à  l'exception  de  ceux  des  nombres  de  ces  deux  systèmes 
qui  correspondent  à  des  différences  a,—  a,  qui  sont  des  fractions  nf, 
d'une  période,  l'entier  m,  n'étant  pas  divisible  par  3. 

Si  donc  d  y  a  q'  nombres  m,  non  divisibles  pai-  3,  noire  classe  se 
composera  de  3*"^'"*'  sous-classes  au  plus. 
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Considérons,  par  exemple,  la  cubique 

x^  H-y^  -)-  r'  :=  G. 

En  verlu  du  lliéorème  de  Fermât,  elle  n'a  que  trois  points  rationnels 
qui  sont  les  trois  points  d'inflexion  en  ligne  droite, 

x-=^y  +  z  =  o,         arg-  o, 

y  =  J-+z  =  yy,  arg  j, 

z=x-^y  =  o,  ai'8"x' 

Il  y  aura   donc,   au  plus,   trois  sous-classes   distinctes  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  de  A", 

A=o,        A  =  -,        A=— ■ 
9  9 

Si  nous  faisons  la  transformation 


x'- — zx -^  z^  —  y"-         xy        y{y -^  '^) 

dont  les  points-bases  sont  les  trois  points  d'inflexion   non  en  ligne 
droite 

a;  =:_/-+-:;=  o,  y  ^  '^'  ~  -•^'  -h  x-  =  o\ 

et  dont  la  transformation  inverse  est 

■r  y  - 


T,(2t  — T, -hO      r-  —  rx  +  '-      r^-T-f.r  — ?-' 

notre  cubique  se  transforme  en  la  suivante  : 

•r,=  -+-  V  +  ^Ce  -  2-v  +  2r,ï)  +  l-'(-q  +  "0  =  o, 

qui  appartient  à  la  seconde  sous-classe;  elle  admet  trois  points  ra- 
tionnels 

Tj  =  "C  =  o,  's  =  ?  —  Tj  =  o,  ?  =  r,  -t-  "^  =  o 
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correspondant  à  ceux  de  la  cubique  proposée.  Il  est  aisé  de  vérifier  que 
chacun  d'eux  se  trouve  sur  la  tangente  menée  à  la  courbe  en  Tun  des 
deux  autres;  ils  ont  respectivement  pour  arguments 


Si  Ton  voulait  maintenant  construii'e  une  cubique  équivalente  à  la 
cubique  proposée  et  de  telle  façon  qu'au  point  d'argument  u  corres- 
pondit le  point  d'argument  u-\-  ^^■,'i{  suffirait  d'intervertir  dans  nos 

transformations  le  rôle  des  lettres  j' et  z.  11  est  clair  qu'on  retomberait 
de  la  sorte  sur  la  même  transformée. 

Nous  n'avons  donc  en  tout  que  deux  sous-classes,  et  le  nombre  des 
sous-classes  n'atteint  pas  le  maximum  prévu  par  l'analyse  précédente, 
qui  serait  3.  Cela  tient  à  ce  que  C  est  transformable  en  elle-même  par 
une  de  ces  transformations  linéaires  impropres  dont  j'ai  dit  un  mot 
plus  haut  et  sur  lesquelles  je  vais  revenir. 

Supposons  qu'une  cubique  C  soit  transformable  en  une  autre  cu- 
bique C  par  une  transformation  birationnelle  dont  je  ne  suppose  pas 
les  coefficients  rationnels. 

Soit  u  l'argument  d'un  point  M  de  C,  et  u'  celui  du  point  correspon- 
dant M'  de  C.  Nous  pourrons  toujours  supposer  c£ue  ces  arguments 
ont  été  définis  de  telle  sorte  que  les  périodes  soient  les  mêmes  pour 
les  deux  cubicjues. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  u  et  u'  devront  être  liés  par  une  relation 
linéaire 

u'  =  su  -\-  k, 

et  que  celte  relation  devra  être  telle  que  u'  augmente  d'une  période 
quand  u  augmente  d'une  période  et  réciproquement. 

Cela  peut  arriver  de  trois  manières  : 

i"  Si  s  ^  I,  les  périodes  étant  d'ailleurs  quelconques.  Je  dirai  alors 
cjue  la  transformation  csl  pi'opj-e. 

2°  Si  s^  —  I,  les  périodes  étant  d'ailleurs  quelconques.  Je  dirai 
alors  que  c'est  une  transformation  impropre  générale. 
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3°  Si  S  et  les  périodes  ont  des  valeurs  convenables.  Je  dirai  alors 
que  c'est  une  transformation  impropre  spéciale. 
Il  y  en  a  de  trois  sortes  : 
i"  .ç  =  zt  i,    le  rapport  des  périodes  ^  /  (  transi",  quaternaires); 

2°  ^  =  ^     %  le  rapport  des  périodes  =  s  (transf.  ternaires); 

3°  5  =  e    %    le  rapport  des  périodes  ^  s  (iransf.  sénaires). 
Pour  que  la  transformation  soit  linéaire,  il  faut  et  il  suflit  que  trois 
points  en  li^^ne  droite  avant  la  transformation  restent  en  ligne  droite 
après  la  transformation;  c'est-à-dire  que  si 

i/|  -I-  ?/2+  ^3  =  o, 

on  de^  ra  avoir 

ii\  -\-  II.,  -+-  w!,  =  o, 
«/,  =  ^;/i -f- />■,  u'.,^=su.,-hk,         u'^=^  su^-h  k, 

ce  qui  veut  dire  que  k  doit  être  un  tiers  de  période. 

Les  plus  intéressantes  de  ces  transformations  sont  celles  qui  trans- 
forment C  en  elle-même.  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  ces 
transformations  soient  purement  rationnelles,  c'est-à-dire  aient  leurs 
coefficients  rationnels? 

Je  ne  reviendrai  pas  sur  les  transformations  propres.  Commençons 
par  les  transformations  impropres  générales.  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  la  transformation  («,  —  u  -i-  A)  soit  rationnelle, 
c'est-à-dire  pour  que  les  coordonnées  du  point  —  u  -+-  k  soient  des 
fonctions  rationnelles  de  celles  du  point  u,  c'est  évidemment  que  le 
point  d'argument  —  A"  soit  rationnel,  puisque  les  trois  points  it, 
—  ?/  -h-  A  et  —  A  sont  en  ligne  droite. 

Soit  maintenant  s  ^  i  et  supposons  dabord  la  transformation 
linéaire;  nous  pourrons  supposer  A"  ^  o.  Quelle  est  la  condition  pour 
que  la  transformation  (u,  iu)  soit  rationnelle  ? 

Les  points  doubles  de  cette  transformation  seront  donnés  par 
l'équation 

;/  =  iu  -h  moj  -i-  nxo', 

co  et  co'  étant  les  périodes;  mais  le  rapport  de  ces  périodes  étant  égal 
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à  i,  on  peut  écrire 

u  =  iii  -\-  Lo(ni  -+-  ni)  (  //i  et  //  entiers), 

(]ui  admet  deux  solutions  dislincles 

Ces  deux  [)oints  doivent  donc  former  un  eoupl<'  rationnel  si  la  lians- 
Ibrmation  est  rationnelle.  Mais  le  premier  (Hant  un  point  d'inflexion, 
tandis  qu'il  n'en  est  pas  de  même  de  l'autre,  les  deux  points  devront 
être  Tiui  et  l'autre  rationnels.  Si  d'ailleurs  le  second  de  ces  points  l'sl 
rationnel,  le  premier  l'est  nécessairement,  puis<[ue  la  taugenle  au 
second  va  passer  par  le  premier. 

Soient  alors  A  le  point  u  =  o,  B  le  point  ^{_i  -h  i),  C  et  1)  les  points 

-et  ?"-;- (de  telle  façon  que  les  trois  points  li,   C,  D  soient  en   lii^ru' 

droite).  Soit  M  un  point  quelconque  u  et  M'  sou  transformé  itt.  Le 
rapport  anharmonique  des  cjuatrc  droites  lîA,  BC,  BM,  BM',  qui  est 
constant,  devrait  être  rationnel  si  la  transformation  était  rationnelle. 
Or  il  est  égal  à  î;  donc  la  transformation  ne  peut  être  rationnelle. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  transformation  quaternaire  rationnelle  cl 
linéaire  d'une  cubifpie  en  elle-même.  Passons  aux  transformations  ter- 
naires. 

Soit  (u,  su)  une  transformation  ternaire  linéaire;  les  périodes  étant 
w  et  .yw,  les  points  doubles  de  la  transformation  seront  donnés  par 
ré([uation 

u  =  SI/  4-  (.<i(//t  -+-  lis), 

<jni  admet  li'ois  solutions  distinctes 

;/  =  0,  ;/  =  |(2+.V),  //  =  |(H-1.5). 

Ces  trois  points  doubles  sont  en  ligne  droite  et  sont  des  points  d'in. 
flexion.  Ils  doivent  former  un  groupe  rationnel  si  la  transformation  est 
rationnelle,  de  sorte  que  la  droite  qui  les  joint  est  rationnelle.  Soit  E) 
celte  droite. 

Jouin.  de    Math,  (j'  série),  tome  \U    —   Fasc    H,  lyoi,  20 
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Soioiil  M  un  point  //  (|iifkoii(jiie,  M'  el  M"  ses  deux  transforniés  suc- 
cessifs sit  oL  s'-u.  Ces  trois  points  soiil  en  ligne  droite,  et  toutes  les 
droites  MM'M"  vont  concourir  en  un  même  point  A  (pôle  de  la 
droite  l)  par  rapport  à  la  (Mii)i(|ue)  rpii  doit  être  rationnel  si  la  trans- 
formation est  rationnelle. 

(]ela  posé,  le  rap|)ort  aidiaiiiioiii(|iie  du  point  A,  des  jioints  M,  M' 
ri  (le  l'intersection  de  ÎMM'  av(>c  I),  rapport  qui  est  constant, 
devrait  cire  rationnel  si  la  transformation  était  rationnelle.  Or  il  est 
égal  à  .y. 

Il  ne  peut  donc  y  avoir  île  transformations  ternaires  linéaires  et 
rationnelles  d'une  cubique  en  elle-même  (ni  par  conséquent  de  trans- 
formations sénaires). 

1mi  résumé,  luir  citliiqur  ne  peut  adincllrc  une  tr<iiinfoiinaliun  en 
ellr-mênic  qui  soi  I,  à  la  fois,  impropie  spéciale,  linéaire  et  lalion- 
nelle. 

A  vrai  din\  la  tli'uionstralion  (pii  précède  est  encore  inconqalète. 
puisqu'elle  ne  s'applique  qu'au  cas  de  k  ^  o  et  que,  pour  qu'une  trans- 
formation soit  linéaii'c,  il  suffit  que  A"  soit  un  tiers  de  période.  Mais 
nous  allons  étendre  le  résultat  au  cas  de  /.■  quelconc{ue,  c'est-à-dire  non 
seulement  aux  transformations  linéaires  où  k  est  un  tiers  de  jiériode 
sans  être  nul,  mais  encoi<'  auv  transformations  birationnelles  (piel- 
conques. 

Soit  (il,  in  -+-  h  )  une  trauslnimalion  (|uateruaire  de  C  en  elle-même. 
Les  points  donltlcs  seront 

et  formeront  un  couple  rationnel,  d'où  il  résulte  (jue  le  point 

qui  est  en  ligue  droite  avec  les  deux  [)remiers,  sera  lui- menu'  latinnuel. 
.l'appelle  ces  trois  points  A,  A'  et  15. 

La  transformation  projiosée  </o«A/t''t' est  la  transformation  impropre 
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gcuorale  (m,  —  a  +  k  -f-  ki),  el,  si  elle  esl  ralionnelle,  le  point 

-/.■(i  +  O, 

que  j'appelle  C,  sera  lui  même  rationnel. 

Soit  M  un  point  quelconipie  //  el  M'  son  Iransformé  i// -h  k.  L;i 
droite  iMB  coupera  la  cubique  en  un  troisième  point  M,,  el  la  droite 
M'Jj  coupera  la  cui)ique  en  un  troisième  point  M,  qui  sera  le  irans- 
formé de  M|. 

Les  droites  MB  et  M'B  formeront  donc  un  faisceau  liomoyrapliique 
dont  les  droites  doubles  seront  la  droite  AA'B,  qui  est  rationnelle,  et 
la  droite  BD,  qui  joint  le  point  B  aux  deu\  [)oinls 

i('  +  ':)  +  v     ^'î  +  o  +  v' 

qui  sont  transformés  l'un  de  l'auti'e  et  forment  un  couple  ralionuel. 
Cette  droite  devrait  également  être  ralionnelle. 

Le  rapport  anharinonique  constant  des  quatre  droites  BA,  BD,  BM, 
BM'  devrait  être  rationnel  si  la  transformation  était  ralionnelle.  Or, 
il  est  égal  à  /;  donc  notre  transformation  ne  saurait  être  rationnelle. 

Considérons  maintenant  une  transformation  ternaire  (ii,  su  -+-  k)  \ 
les  trois  points  doubles  de  cette  transformation  auront  pour  arguments 

7^'     7^,+  3(^  +  -^)'     7^.+  3(^^  +  0- 

La  somme  de  leurs  arguments  sera,  à  une  périotle  près,  /i(2  -+-  s),  et  ils 
formeront  un  triplet  rationnel.  Soient  A,  A',  A"  ces  trois  points. 

Par  ce  triplel  rationnel,  je  pourrai  faire  passer  une  conique  ralion- 
nelle que  j'appelle  Ket  qui  coupera  la  cubique  suivant  un  autre  triplel 
rationnel  que  j'appelle  T;  la  somme  des  arguments  de  ce  triplel  sera 
-A-(2+.y). 

Soient  ensuite  M  le  point  n,  M'  et  M"  ses  deux  transformés  successifs 
dont  les  arguments  sont 

su  -+-  k,     s-  u  -+-  A  (1  +  s). 
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La  soiuiuc  (le  CCS  trois  arpumcnls  claiit  /i(  2-\-.s),  les  liuis  point--  M. 
M',  M"  et  le  Iriplel  T  seront  siii- mil'  iiiciiic  coiii([uc  ijiic  j"a|i|(clli'  II. 

Soit  D  l'inlerseclion  do  H  et  de  K. 

On  voit  tout  de  suite  (|ue  par  un  jioint  de  la  cul)i(pie  passe  une  seule 
des  couicpies  H,  d'où  l'on  conclut  (pie  ces  coni([ues  passent  par  quatre 
points  fixes;  trois  de  ces  points  forment  le  Iriplct  T;  le  rpiatrièmc,  que 
j'appelle  E,  est  en  dehors  de  la  cubique.  Etant  unique,  il  est  ralionnel. 

Le  raii])orl  anharnioni([ue  des  quatre  points  K,  D.  M.  M  sur  la 
e(ini(pie  II  est  constant.  'Si  la  transformation  étail  rationnelle,  il 
devrait  être  ralionnel.  Or  il  est  égal  à  s. 

Il  ne  peut  donc  v  avoir  de  transformations  rationnelles  ternaires,  ni 
par  consécpient  sénaircs. 

En  résumé,  u/w  transfurmution  d' une  cubique  en  elle-mènie  w 
peut  pas  cire  à  la  fois  impropre  spéciale  et  rationuclle. 

Si  une  transformation  biralionnelle  T  transforme  une  cuhiijue  (.  en 
une  autre  cubique  C,.  nous  appellerons  u  l'argument  ellipti(]ue  d'un 
point  M  de  C  et  u'  rargiinu'ut  de  son  transformé  M  sur  i.'.  Nous 
pourrons  toujours  supposer 

du'  =  du. 

car  si  du  est  une  dilîereutielle  abélienne  de  première  espèce  pour  C, 
c'en  sera  um;  aussi  pour  C.  Donc  ;/' et  u  ne  différeront  que  par  une 
constante  A-,  et  l'on  aura 

//'  =  u  -+-  li. 

.Nous  supposerons  tonjours  ;/'délini  de  telle  façon  rpie  la  somme  des 
aroumenls  de  trois  ])oints  eu  ligne  droite  soit  nulle,  ce  (pii  délinit  /, 
à  ^  de  période  près. 

Supposons  (pie  Tait  ses  coenicients  rationnels,  et  (pi'une  seconde 
transfornuilion  T,  à  coelTicients  ralioiinels  change  C  en  une  autre  cu- 
bi([ue  (".',.  Soit  M,  le  Iransforuié  de  M  sur  (7,  et  //,  son  argument  elli[i- 
ti(pu:'  sur  (".,.  Soil 

//,  =  //  -f-  A",. 

Les  deu\  cubi(|ues  ( '.  et  C,  appartiennent  à  la  même  classe;  dans 
quels  ca.s  appartiendront-ils  à  la  même  sous-classe,  c'est-à-dire  dans 
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(jucls  cas  pourra-t-on  passer  de  C,  à  C  par  une  Iransl'orinaliou  li- 
iiraire  L  à  cocfficienls  rationnels? 

Soit  N  le  transformé  de  M\  par  L;  N  sera  sur  ('/,  soil  r  rart^innent 
(le  X  sur  C.  Je  ne  puis  plus,  cette  t'ois,  atTumer  (pic  <A'  =  c/t/\  =  ilit, 
parce  que  les  arguments  elliptiques  des  points  de  C  ont  déjà  clé  dé- 
finis et  que  j'ai,  par  conséquent,  déjà  dispose  des  arbitraires  ijuc  com- 
porte cette  d(''ruiitiou. 

La  transformation 

T-'T,L 

est  purement  rationnelle;  elle  chaiii;e  (]  eu  elle-uiéme  et  M'  en  N; 
d'après  ce  que  nous  ik'iioiis  de  voir,  elle  ne  peut  être  impropre,  spc- 
vialc.  l'Hle  sera  donc  pi'oprc  ou  inipr(^pi'<'  L;i''nérale,  c'esl-à-dirc  cpi'on 
aura 

(•=//'-)-£  OU  i'  -=—?/' -I-  £, 

£  é'iant  une  coiislaute. 

(Quelles  soûl  les  valeurs  (pie  peut  prendre  e"? 

i"   Pour  les  transformations  propres,  ces  vaii'uis  sont 

£  =  3//a  -|-/J,(x,  —  a)  -f-  /j.(a.  —  a  )  -t-  .  .  .  -I-  p^i^.,,  —  a  ). 

%"  l'our  les  transformations  impropres  générah's,  elles  sont 

£  =  —  (j/i  -I-  i)a  -H/^,(a,  —  a)  -F-/>o(a,—  a  )  -^ .  .  .-f- /-'^(a,,—  a)  —  k 

(car  le  point  —  £  doit  élre  ralionnel  sur  d'  et,  jiar  consé(pienl,  1(^  point 
—  £  —  A  sur  C.  ). 

Considérons  trois  points  sur  C;  soit  ^u  la  somme  de  leurs  argu- 
ments; considérons  leurs  transformés  par  T  sur  C  dont  la  somme  des 
aigumenls  sera  i«',  leurs  transformées  par  T,  sur  C,  dont  la  somine 
des  arguments  sera  Zc/, ;  et  enfin  les  transformés  de  ce  dernier  Iriplet 
parL;  ces  transformés  formeront  un  triplet  sur  (7,  et  la  somme  des 
arguments  sera -c. 

La  transformation  L  étant  linéaire,  si  l'un  de  ces  deux  derniers  tii- 
plets  est  en  ligne  droite,  il  doit  en  être  de  même  de  rautre;  c'est-à-dire 
(|ue  les  deux  sommes  1«',  et  2w  doivent  s'annuler  en  même  temps. 
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Or  on  a 

lu\  =  Zu'-h'àk,  -  iA- 

cl,  do  plus, 

si  L  esl  pi'0[)rc,  et 

Zv  =  —  iM'-f-   3c 

si  L  est  impropre. 

On  aura  donc,  dans  le  premier  cas, 

Zi--lu\=  3£-3A,  +  3A- 

ct,  dans  le  second  cas, 

V(.  _^  Zu,  =  +  3s  -I-  3A-.  -  3A. 

Donc  on  devra  avoir,  dans  le  premier  cas, 
(4)     /.-,  —  A-  =  3/17.  -t-/J,(a,  —  a)  +/u(a.  —  a)  +  .  .  .  -f-/?^(a,^  -  a) 
el,  dans  le  second, 

(  A,  -  2A  =  +  (3h  +  i)a  +  />,  (a,  -^  a) 

^^      ^        (  +/j,(a,-a)  + .  .  . +/j/a^- a), 

/c  /oî</  à  ~  de  période  près. 

La  première  de  ces  rclalions  n'est  autre  que  la  relation  (4)  déjà 
discutée. 

L'équation  (3)  nous  apprend  ([ue  A  el  A,  doivent  être  tous  deu\  de 
la  forme 

A  =  3 H  y.  -i-p\{o(.,  —  a)  -h  p., (a..  —  a)  -i-  .  .  .  -h p,/(^,/—  a), 
A,  =  3n"cr.  -hp'[(y.,  —  a)  ■+-  p".(y..,  -  a)  -h  .  .  .  -h//^(y-,.—  a), 

chacun  des  nombres  //',  //",  //,  yj"  étant  le  J  d'un  entier.  Nous  avons  vu 
déjà  que  la  relation  (  V)  a  lieu  si  les  dilTérences 

n'-n",     p\-p\,      ...,     l\-V,, 
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sont  des  nombres  entiers,  sauf  pour  les  difl'érences  p].  —  pi  qui  corres- 
pondcnl  ù  un  entier  iit^  non  divisible  par  '5. 

Dans  quel  cas  maintenant  la  relation  (,'|  /;/.v)  aura-t-elle  lieu?  Il  t'aul 
(jue  les  différences 

„"_2,,'_i,     p]-2p\,     rl-^p',,      ...,     Pl-2p^ 

soient  des  nombres  entiers. 

Remarquons  que  nous  pouvons  toujours  supposer  a^o;  si  nous 
prenons,  en  efl'el, 


A  = 


Ps  =  o^ 


cl  alors  au  poiul  a  de  C  correspondra  le  point  a  +  k  =  o  de  C.  l{n 
d'autres  termes,  si  une  cubique  a  un  point  rationnel,  il  y  aura  une  cu- 
bique équivalente  qui  aura  un  point  d'infle\ion  rationnel. 

Supposons  donc  a  =  o,  ce  qui  nous  dispense  de  considérer  les 
valeurs  des  nombres  n'  et  n".  Le  nombre  p,,  peut  alors  prendre  deux 
valeurs  distinctes  o  et  3  ;  les  valeurs  i  et  o  par  exemple  ne  sont  pas  dis- 
tinctes, parce  que  leur  diflcrencc  est  un  entier;  les  valeurs  -  et  r  ne 
sont  pas  distinctes  non  plus,  parce  que  la  différence 

est  im  entier. 

//  résulte  de  là  que  si  a  est  nul  et  qu'il  y  ait  q'  enlieis  m,  non  di- 
visibles par  3,  la  classe  comprendra  i''-i'  sous-classes . 

11  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  la  cubicpie  C  n'admet  pas  de  point 
rationnel. 

La  cubique  C  n'aura  pas  alors  de  transformation  rationnelle  im- 
propre eu  elle-même,  mais  elle  pourra  admettre  des  transformations 
rationnelles  propres  en  elle-même. 

Ces  transformations  (u,  u  -h  A)  seront  comprises  dans  une  formule 

(S)  /•=/^.?.  +  /'.?.+  ■..+/>,?„ 

où  les  |3  sont  des  constantes  données  et  les  p  des  entiers  arbitraires. 
Si  C  est  équivalente  à  une  autre  cubique  C',  de  telle  manière  que  le 
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|)oiiil  z/ ail  pour  transformé  sur  (".'  le  point  u -^  k\  c'est  qu'il  existe 
sur  C  une  iulinilé  de  triplets  rationnels  dont  la  somme  des  arg^uments 
est  —  3  A'.  Soit  T  un  de  ces  triplcls. 

Coupons  ensuite  C  par  une  droite  rationnelle  quelconcjue:  les  trois 
points  d'intersection  ;/,,  u.^,  u^  formeront  un  Iriplet  rationnel. 

Par  T,  par  «,  et  par  un  point  rationnel  (pielconque  A  du  plan,  je 
fais  passer  une  conique  K,;  soit  de  même  K.,  la  coniijue  T^/^A  et  K., 
la  conique  T//., A.  ("liacune  des  coniques  K,,  K.,  K.,  ne  sera  pas  ra- 
tionnelle, mais  leur  ensemble  sera  rationnel,  de  telle  façon  <[iii'  le 
produit  des  premiers  membres  de  leurs  équations  sera  un  jiolynome  à 
coefficients  rationnels. 

K,  coujjera  C  en  deux  autres  points  c,  et  t,,  K„  et  K3  couperont  C 
en  deux  autres  couples  de  points  i .,  et  i\,  i\  et  i\,.  Ces  six  points  r  et  i' 
formeront  un  groupe  rationnel,  et  l'ensemble  des  trois  droites  r,i', , 
'-'2*'..,  ^'3^3  formera  une  cubique  rationnelle,  bien  que  cliacunc  de  ces 
trois  droites,  prise  séparément,  ne  soit  pas  rationnelle. 

La  droite  i',  c',  coupe  C  eu  un  troisième  point  i/,  —  3/i'.  La  droite 
Toi'',  coupe  C  au  point  i/.,—  Mi']  la  droite  i-.,  i',  coupe  C  au  point 
a  I  —  3/1'.  Ces  trois  points  forment  un  Iriplet  rationnel. 

Si  nous  joignons  les  trois  points  d'un  Iriplet  rationnel  au\  trois 
points  d'un  autre  Iriplet  rationnel,  on  obtient  neuf  droites  qui  coupent 
C  en  neuf  points  formant  un  groupe  ratioimel.  Si  nous  opérons  ainsi 
sur  les  deux  triplets  rationnels 

(il,,      U.,,      «;,),  (     1/  t     —       3/.',       //o     —     3/1',        ?/j     —      3/1'), 

six  de  ces  neuf  points  se  confondent  deux  à  deux,  de  sorte  que  notre 
groupe  de  neuf  points  se  décompose  en  un  triplet  simple  rationnel  et 
un  triplet  double  rationnel  (?/,  -h  3A',  lu-h  3/i'.  //^  -+-  3A').  (Attendu 
qu'un  polynôme  à  coefficients  rationnels  du  neuvième  degré,  qui  a 
trois  racines  doubles  et  trois  racines  simples,  est  le  produit  d'un  poly- 
nôme à  coefficients  rationnels  du  troisième  degré  et  du  carré  d'un 
autre  polynôme  à  coefficients  rationnels  du  troisième  degré.) 

Cela  posé,  on  peut,  comme  au  §A  ,  construire  une  transformation 
(]remona  rationnelle,  dont  les  points-bases  seront  a,  -+-  3  A',  11.,  -+-  3  A', 
//.,  -t-  3A',  ceux  de  la  transformation  inverse  étant  u,  —  3A',  u.,  —  3A  , 
a I  —  3 A',  cpii  transforme  C  en  elle-même. 
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On  devra  donc  avoir,  d'après  la  formule  (5), 
3/i'=/j,3,  -f  .  .  .  -i-pg^. 

Les  nombres  entiers  p,,  .  .  .  ,  p^  peuvent-ils  prendre  des  valeurs 
quelconques?  Cela  n'est  pas  certain.  Tout  ce  que  je  puis  affirmer,  c'est 
que,  si  ces  nombres  peuvent  prendre  les  valeurs  p'^  et  les  valeurs/?^,  ils 
pourront  prendre  également  les  valeurs  p\-\- pi,  puisque  l'existence 
de  deux  triplets  dont  la  somme  des  arguments  est  —  3/i'  et  —  3/i" 
entraîne  celle  d'un  autre  triplet  dont  la  somme  des  arguments  est 
-3A-'-3A-". 

On  pourra  donc  donner  aux  nombres  p  toutes  les  valeurs  com- 
patibles avec  un  certain  nombre  de  relations  linéaires  à  coefficients 
entiers. 

Il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  les  p  par  des  combinaisons  linéaires 
des  p  à  coefficients  entiers,  le  déterminant  de  ces  coefficients  étant 
égal  à  I .  On  pourra  alors  cboisir  ces  combinaisons  linéaires  de  telle 
façon  que  quelques-uns  des  nombres  p  pourront  prendre  des  valeurs 
quelconques,  tandis  que  les  autres  devront  être  nuls.  Si  l'une  des  quan- 
tités p^  est  égale  à  une  période  divisée  par  /?/„  sans  que  l'entier  w,.  soit 
divisible  par  3,  on  pourra  donner  à  ps  une  valeur  quelconque,  les 
autres  p  étant  nuls.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
deux  cubiques  équivalentes  (correspondant  à  deux  systèmes  p',,c^  pi 
des  entiers  /))  appartiennent  à  une  même  sous-classe,  c'est  que 

K  =  K         (mod3), 

sauf  pour  les  entiers  p,  qui  correspondent  à  des  quantités  ^,  égales  à 
une  période  divisée  par  w^,  l'entier  m^  n'étant  pas  divisible  par  3. 

Le  nombre  des  sous-classes  est  alors  une  puissance  de  3. 

Si  une  cubique  a  des  points  rationnels  compris  dans  la  formule 

(6)  a -H  3«a -f- !/?,(  a  —  a^), 

nous  venons  de  voir  que,  pour  les  triplets  rationnels,  la  somme  des 

Jouiii.  de  Math.  (5'  série),  tome  VII.  —  l'asc.  H,  1901.  '-~ 
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arguments  est  donnée  par  la  formule 

(7)  3«a-+-i:/>,(a  — a,). 

J'ajoute  que  pour  les  couples  rationnels  la  somme  des  arguments  sera 
donnée  par  la  formule 

(8)  2  a.  +  3Aja  +  i;/?,(a  —  a^), 

car  la  droite  qui  joint  les  deux  points  d'un  couple  rationnel  doit  cou- 
per la  cubique  en  un  troisième  point  qui  est  rationnel,  et,  réciproque- 
ment, toute  droite  rationnelle  passant  par  un  point  rationnel  va  passer 
par  un  couple  rationnel. 

Je  dis  plus  généralement  que  la  somme  des  arguments  d'un  groupe 
rationnel  de  K  points  est  donnée  par  la  formule  (6),  (7)  ou  (8)  sui- 
vant que  K  est  congru  à  i,  o  ou  2  suivant  le  module  3. 

En  effet,  si  par  exemple  K  =  Sy  -1-  2,  je  puis,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, trouver  y  triplets  rationnels  satisfaisant  à  la  formule  (7)  et  un 
couple  rationnel  satisfaisant  à  la  formule  (8);  l'ensemble  de  ces  points 
formera  un  groupe  rationnel  de  K  points  satisfaisant  à  la  formule  (8). 

Réciproquement,  si  l'on  a  un  groupe  rationnel  de 

K  =  3y  -t-  £         (e  —  1 ,  2  ou  o), 

je  dis  que  la  somme  des  arguments  sera  donnée  par  la  foruude 
îa  -h  3/1  y.  -+-  'Lpjy-  —  «^  ). 

En  effet  par  ces  K  points  je  puis  faire  passer  une  courbe  rationnelle 
d'ordre  y  -H  i;  elle  coupera  en  outre  la  cubique  suivant  i  —  £  points, 
qui  formeront  un  groupe  rationnel  dont  la  somme  des  arguments 
devra  être  de  la  forme 

—  Z7.  —  3  n  y.  -4-  -ps  {  en  —  ot/). 

Or  la  somme  des  arguments  des  3J  +  1  ==  K.  4-  (  1  —  ï)  points  d'in- 
tersection doit  être  nulle. 
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VII.  —  Extension  du  domaine  de  rationalité. 

On  peut  évidemment  répéter  les  mêmes  raisonnements  en  considé- 
rant comme  rationnelles,  non  seulement  les  quantités  rationnelles 
proprement  dites,  mais  toutes  les  quantités  rationnelles  d'un  corps 
algébrique  déterminé;  ou  en  d'autres  termes  en  adjoignant  au  domaine 
de  rationalité  les  nombres  algébriques  qui  forment  la  base  de  ce  corps 
algébrique. 

Rien  ne  sera  changé  à  nos  résultats,  sauf  ce  qui  suppose  la  rêalitc 
des  nombres  rationnels.  C'est  ainsi  qu'on  ne  pourra  plus  appliquer  ce 
t|ue  j'ai  dit  au  paragraphe  III  sur  les  deux  branches  que  peut  avoir  une 
cubique,  sur  la  distribution  des  points  rationnels  sur  ces  deux  branches 
et  les  conséquences  qui  en  résultent  pour  la  classification  des  cubiques. 

D'aulre  part,  nous  ne  pourrons  plus  toujours  affirmer  cju'une 
cubique  ne  peut  admettre  de  transformation  rationnelle  impropre 
spéciale  en  elle-même.  Mais  ce  ne  sont  là  que  des  points  de  détail,  et 
les  résultats  essentiels  vont  subsister. 

L'importance  de  ces  résultats  se  trouve  accrue.  Par  exemple,  nos 
théorèmes,  sous  leur  forme  pinmitive,  n'avaient  pas  d'application  à  la 
cubique 

i-'-hj'-t-  z^  =  o, 

puisqu'elle  n'a  que  trois  points  rationnels  que  l'on  aperçoit  immédia- 
tement. Après  fadjonction  d'un  certain  corps  algébrique  au  domaine 
de  rationalité,  il  n'en  sera  plus  de  même,  i)uisque  cette  cubique  pourra 
avoir  une  infinité  de  points  rationnels  appartenant  à  ce  corps. 

Remarquons  que  deux  cubiques,  non  équivalentes  avant  l'adjonc- 
tion dun  ou  plusieurs  nombres  algébriques,  pourront  devenir  équiva- 
lentes après  cette  adjonction.  En  revanche,  si  elles  sont  équivalentes 
avant  l'adjonction,  elles  le  seront  ayo77«o/-f  après  l'adjonction. 

D'autre  part,  il  peut  se  faire  que  deux  cubiques  équivalentes  n'appar- 
tiennent pas  à  la  mêm«  sous- classe  avant  l'adjonction  et  soient  de  la 
même  sous-classe  après  cette  adjonction. 

Dans  tous  les  cas,  ces  considérations  pourront  servir  de  base  à  de 
nouveaux  critères  relatifs  à  la  classification  des  cubiques. 
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Soit  par  exemple  /i  une  coiislanlc  quelconque,  et  considérons  la 
Iransformation  (;/,  u  -+-  A)  de  la  cubique  en  elle-même.  Cette  trans- 
t'orination  ne  sera  pas  en  général  rationnelle,  mais  elle  le  deviendra 
après  adjonction  d'un  corps  algébrique  convenablement  choisi.  Ce 
corps  dépendra  de  la  cubique  choisie  et  de  la  cjuantité  A".  Mais  il  sera 
le  même  pour  une  même  quantité  A  et  pour  toutes  les  cubiques  d'une 
même  classe. 

C'est  donc  un  nouvel  élément  de  la  classification  des  cubiques. 


VIII.  —  Cubiques  dérivées. 

Supposons  d"abord  qu'une  cubique  ail  trois  points  d'inflexion  en 
ligne  droite  rationnels. 

Son  équation  poui'ra  se  mettre  sous  la  forme 

(  n  A^  =  XYZ 

A,  X,  Y  et  Z  étant  des  polynômes  du  premier  degré  en  x,  y,  :  k  coef- 
ficients entiers.  Supposons  que  la  cubique  admette  un  point  rationnel 
outre  ses  trois  points  d'inflexion,  et  soient  A^,  Xj,  ¥„,  Z^  les  résultats 
des  substitutions  dans  X,  Y,  Z  des  coordonnées  x^,  y^,  z,^  de  ce  point. 
Nous  pourrons  toujours  supposer  que  ces  coordonnées  sont  des 
nombres  entiers,  premiers  entre  eux;  de  sorte  que  Ao,X„,  Y„;Z„ 
seront  aussi  des  entiers. 

Soit  p  un  nombre  cjui  divise  à  la  fois  Xo  et  Yj;  il  devra  diviser 
aussi  A(,.  Comme  les  nombres  •i'„,y,,::„  sont  premiers  entre  eux,  le 
nombre  p  devra  diviser  le  déterminant  A"  des  trois  fonctions  linéaires 
A,  X,  Y;  car  il  divise  évidemment  A"x,,  ^ ya-,  et  A''^^. 

Donc  Xo  et  \o  ne  pourront  avoir  d'autres  facteurs  communs  que 
ceux  qui  divisent  A".  De  même  Y'„  et  Zo  ne  pourront  avoir  d'autres 
facteurs  communs  que  ceux  qui  divisent  A,  déterminant  de  A,  Y,  Z; 
tandis  que  X,,  et  Zo  ne  pourront  avoir  d'autres  facteurs  communs  que 
ceux  qui  divisent  A',  déterminant  de  A,  X,  Z. 

Soit  0  le  plus  grand  commun  diviseur  do  Xo,  ^  o-  ''-o  •  ^-  celui  àc  ~ 
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et  -^;  P  celui  de  ^  et  f;  y  celui  de  ^  et  -f;  a,  [î  et  y  seront  premiers 

entre  eux  deux  à  deux.  X„  sera  divisible  par  pyo,  Y„  par  ayo,  Z„ 
par  y.[io.  Soit 

X,=  «[3yJ,  Y„=Aayo,  Z„=capo. 

On  voit  que  ba.  est  premier  avec  aj^,  c[3  avec  ^»y,  ay  avec  col;  el 
par  conséquent  les  nombres  a,  b,  c  sont  premiers  deux  à  deux;  a  pre- 
mier avec  a,  è  avec  [3,  c  avec  y. 

Il  vient  alors 

A,^=:a6c(a|3yVS'. 

Soient  [X,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  a^y  ;  ijl,  celui  de  /y 
eta^y;  [/.=  celui  de  c  et  a^y.  Comme  a,  b,  c  sont  premiers  entre  eux 

deux  à  deux,  il  en  sera  de  même  de  a,,  u.,,  a,  d'une  part:  de  —,  -,  — 

1^1  'J-"  1J^3 
d'autre  part.  lien  résulte  d'abord  que  apy  est  divisible  par  p.,  [Jt-^fx^,  de 
sorte  qu'on  peut  écrire 

J^e  produit 

kSy    y  a    b   c 


est  donc  un  cube  parfait,  et,  comme  les  facteurs  de  ce  produit  soni 
premiers  deux  à  deux,  chacun  des  facteurs 


devra  être  un  cube  parfait. 
Soient 


ces  quatre  cubes;  il  viendra 

"^0  =  ?:  .-^ ,  ^yo.  Y„  =  '/) ■  fx,  ayo,  Z„  =  T;^  u.,  a3o, 

A„=oa,[A,a,w^„y]„"^„, 
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fo  que  je  puis  écriro 

les  coeflicienls  h  et  A  étanl  des  entiers.  Remarquons  que  ces  entiers 
sont  limités. 

Kn  effet  a,  P,  y  doivent  diviser  respectivement  A,  A  .  A",  (pii  soûl  (!<■> 
entiers  donnes;  o  doit  diviser  ces  trois  déterminants:  a,,  a...  a,  doivent 
diviser  ajîy. 

Donc  tous  ces  entiers  sont  limites  ainsi  que  les  entiers 

10,      //,,      //.,,      /ij.      k.  c.    Q.    F.    u. 

On  ne  peut  donc  faire  au  sujet  de  ces  coefficients  qu'un  nombre  ilui 
dhypothèses. 
Posons  alors 

el  éliminons  x,  y,  z  entre  ces  quatre  équations;  nous  aurons  entre  ç'. 
yj',  C%  ^"^^  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  entiers. 
C'est  l'équation  d'une  cubique  rationnelle  C  sur  laquelle  doit  se  trou- 
ver le  point  ^,  Y],  "Ç.  Je  dirai  que  C'  est  une  cubique  déniée  de  C. 

D'après  ce  qui  précède,  C  n'aura  qu'un  nombre  fini  de  dérivées 
puisqu'on  ne  peut  faire  sur  les  entiers  h  et  k  qu'un  nondjre  iiui  d'Iiy- 
polhèses. 

Le  point  ^„,  y]„,  ?„  sera  un  point  ratiounel  de  C. 

On  voit  ainsi  qu'à  chaque  point  rationnel  de  C  correspond  un  point 
rationnel  d'une  de  ses  dérivées.  Si  donc  C  a  une  infinité  de  points 
rationnels,  il  en  sera  de  même  d'une  au  moins  de  ses  dérivées. 

Voyons  quelle  relation  il  y  a  entre  les  deux  cubiques  C  et  C 

A  chaque  point  de  C  correspond  un  seul  point  de  C  ;  à  chaque  point 

de  (]  correspondront  trois  valeurs  des  rapports  |'  f  ^t  par  conséquent 
trois  points  de  C.  Ces  trois  points  auront  pour  coordonnées 
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a  étant  une  racine  cubique  de  l'unité.  Soient  M,,  M,,  M,  ces  trois 
points;  «,,  Mj,  m,  leurs  arguments. 

Considérons  en  particulier  les  trois  points  d'inflexion  de  C  qui  sont 
donnés  par  les  équations 

X  =  A^o,         \^A^o,         Z  =  A  =  o 

qui  ont  pour  arguments  o,  ^>  -^,  et  que  j'appelle  J,,  J^,  Jj. 

A  ces  trois  points  correspondront  sur  C  les  neuf  points  d'inflexion 
situés  sur  les  trois  droites  i  =  o,  y]  =  o,  C  =  o  et  qui  auront  pour 
arguments 


où  co,  et  w',  sont  les  périodes  relatives  à  C,  m  et  n  des  entiers. 

La  courbe  C  n'est  pas  altérée  quand  on  cliange  ?,  y],  'Q  en  aç,  a^y],  'Ç. 
Ce  ne  saurait  être  là  une  transfoi-mation  impropre;  car  une  transfor- 
mation impropre  a  des  points  doubles  sur  la  cubique  elle-même  et 
les  trois  points  doubles  de  cette  transformation  sont  ;  =  y]  =  o, 
?  =  î^  =  o,  Y)  =  Ç  =  oetne  sont  pas  sur  la  cubique.  C'est  donc  une 
transformation  de  la  forme  (w,  u  -\-  k),  et  comme,  après  trois  transfor- 
mations, on  revient  au  point  primitif,  il  faut  que  A'  soit  j  de  pé- 
riode. 

Si  u  est  l'argument  d'un  point  de  C  et  c  l'argument  du  point  cor- 
respondant de  C,  V  sera  une  fonction  uniforme  de  u,  car,  si  u  décrit  un 
petit  contour  dans  son  plan,  p  revient  à  sa  valeur  primitive.  De  même, 
si  p-  décrit  un  petit  contour  dans  son  plan,  les  trois  valeurs  de  E,  yj,  "C 
et,  par  conséquent,  les  trois  valeurs  de  u  ne  peuvent  s'échanger, 
puisque  les  points  doubles  Ç  =  y)  =  o,  i  =  Ç  =  o,  y)  =  "C=:o  (pour  les- 
quels deux  des  trois  systèmes  de  valeurs  de  Ç,  ?],  Ç  se  confondraient) 
n'appartiennent  pas  à  la  cubique  C.  Donc  u  est  fonction  uniforme 
de  p,  et,  comme  t-  est  fini  quand  u  est  fini  et  réciproquement,  il  doit  y 
avoir  entre  u  et  t'  une  relation  linéaire. 

Quand  u  augmente  de  A"  ou  d'une  période,  v  doit  augmenter  d'une 
période  et,  réciproquement,  quand  t'augmente  d'une  période,  u  doit 
augmenter  de  A  ou  d'une  période. 
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Soient  o,  -!.' ,  ^^'  les  argunienls  des  trois  points  d'indevion  H  =  o; 

(D,       io,+  to',       iO|-»-2to'.  ,  ,        .  -,  IV     n        •  2  0J, 

-^>  — 5 — ->   - — „ ceux  des   trois  points   d  inllexion    ^^  =  0;   -~> 

2tOi  -*-  fO         2C».  -1-  9  to'  ,  .  .  J--      n         ■  •/  T 

q — -> r ceux  des  trois  points  d  iniiexion  -  =  o.  Jo  vois  tout 

de  suite  que 

A-  3-, 

car  les  trois  points  ^  =  o  se  transl'ormenl  les  uns  dans  les  autres  par  la 
transformation  {k,  u  +  A).  Soit 

v  =:  au  +  b. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir  aw,  et  —^  doivent  être  des 

combinaisons  linéaires  à  coefficients  entiers  de  co  el  w',  et  réciproque- 
ment, de  sorte  qu'on  aura 


a  o) ,  =  ///  co  -t-  //  o)  , 


m,  n,  /«,,  n,  étant  des  entiers  tels  que  m/i,  —  uni,  =  i. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  a  =  i,  car  les  périodes  de  C  (ou 
de  C)  ne  sont  définies  qu'à  un  facteur  constant  près. 

rour  M  :=  o,  ^  )  ~Y^'  nous  devons  avoir 

V  =  n,  à  une  période  près. 

1,  t'J,       t.J,-)-(o',       w,+   2w',  , 

1  our  u  —       >  — - — , r, ->  nous  devons  avoir 


à  une  période  près. 

,  nous  devons  avoir 
à  une  période  près. 
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Nous  en  concluons  d'abord  que  h  doit  être  égal  à  une  période  et, 
par  conséquent,  que  nous  pouvons  supposer  cette  constante  nulle  sans 

restreindre  la  généralité,  ensuite  que  ^~  est  égal  à  ^,  à  une  période  de  C 

près,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  ^  est  le  tiers  d'une  période  de  C. 

Cette  période,  nous  pouvons  toujours  l'appeler  co,,  de  sorte  que  nous 
aurons  w  =  to, . 

Enfin  k  =  -^  doit  être  une  période  de  C  formant  un  système  pri- 
mitif avec  w;  je  l'appelle  co';  on  a  donc  finalement 

De  sorte  que  les  fonctions  elliptiques  relatives  à  C  se  déduisent  de 
celles  qui  sont  relatives  à  C  par  une  transformation  du  troisième 
ordre. 

Tous  ces  résultats  ne  s'appliquent  qu'au  cas  où  trois  points  d'in- 
flexion de  C  sont  rationnels.  Cherchons  à  les  généraliser. 

Nous  n'avons  pour  cela  qu'à  adjoindre  au  domaine  de  rationalité 
les  coordonnées  de  trois  points  d'inflexion  en  ligne  droite.  L'équation 
de  la  cubique  prendra  la  forme 

{ibis)  X\Z  =  A% 

où  X,  \,  Z,  A  sont  des  polynômes  du  premier  degré  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  entiers  du  corps  algébrique  constitué  par  cette  ad- 
jonction. 

Considérons  un  point  rationnel  de  notre  cubique  (soit  rationnel 
proprement  dit,  soit  devenu  rationnel  par  l'adjonction).  Soient  x„,  v„, 
z^  les  coordonnées  de  ce  point;  nous  pourrons  supposer  que  ce  sont 
des  entiers  du  corps  algébrique. 

Mais  ici  une  première  difficulté  se  présente  :  avons-nous  le  dioil  de 
supposer  que  ces  entiers  algébriques  sont  premiers  entre  eux?  Il  va 
sans  dire  que  tous  ces  mots  à' entiers  algébriques  premiers  entre  eux, 
de  divisibilité,  etc.,  doivent  s'entendre  dans  le  sens  de  la  théorie  des 
idéaux. 

Journ.  de  Math.   (5'  série),   loiiie  VU.   —   Fasc.  Il,  moi.  28 
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Si  alors  les  nombres  x„,j)'„,  z^  ont  pour  diviseur  commun  un  nombre 
alf^ébrique  existant,  c'est-à-dire  un  idéal  principal,  on  pourra  faire 
disparaître  ce  facteur  commun  sans  altérer  les  rapports  de  ces  trois 
quantités.  Mais  si  x„,y„,  ;„  ont  pour  diviseur  commun  un  idéal  non 
princi^ial,  on  ne  pourra  pas  faire  la  division,  parce  que  les  quotients  ne 
seraient  plus  des  nombres  algébriques  existants. 

Soient  alors  J  le  plus  grand  commun  diviseur  dex\,,_>'„,  r„  et  .1'  un 
idéal  de  la  même  classe.  Il  existe  toujours  deux  entiers  algébriipies 
existants  E  et  E'  tels  que 

EJ=  E'J'. 

Alors  a^pE,  j)'oE,  r„E  auront  pour  plus  grand   commun  diviseur 

EJ  =  E'J'  et 

j^E        vJÇ        ÇoE 
E'  '       E'    '       E' 

seront  trois  entiers  algébriques  existants  dont  le  plus  grand  commun 
diviseur  sera  J'. 

On  peut  donc  toujours  remplacer  les  trois  entiers  alg"él>riqncs  dont 
le  plus  grand  commun  diviseur  était  J  par  trois  autres  dont  le  plus 
grand  commun  diviseur  sera  J'. 

Comme  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  classes  d'idéaux,  on  peut 
clioisir  un  nombre  fini  d'idéaux  J'  que  j'appellerai  idéaux  typrs,  de 
façon  qu'il  y  en  ait  un,  et  un  seul,  dans  cbaque  classe. 

On  ne  peut  pas  toujours  supposer  que  x^jy,,^  z„  sont  premiers  entre 
eux,  mais  on  peut  supposer  que  leur  plus  grand  commun  diviseur  est 
un  idéal  type. 

J'ajoute  que,  six"„,  j'„,  z„  sont  des  entiers  raliomids  ordi/iaires,  on 
peut  supposer  qu'ils  sont  premiers  entre  eux,  car  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  ou  plusieurs  entiers  rationnels  ordinaires  est  un 
entier  rationnel  ordinaire. 

Soient  A(,,  X„,  Y„,  Z^  le  résultat  de  la  subslilulion  de  x^,  y„,  z„  dans 
A,X,  Y,  Z. 

Si  j'appelle  encore  A,  A',  A"  les  trois  déterminants  des  quatre  fonc- 
tions linéaires  A,  X,  "\  ,  Z,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X^,  et  Y„ 
divisera  A  " J,  J  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  x\,yg,  z-„  ;  d'où 
il  suit  encore  que  nous  ne  pouvons  faire,  au  sujet  de  ce  plus  grand 
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coinimin  diviseur,  qiruu  nombre  fini  criiypollièscs;  il  en  sera  de  même 
pour  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X„  el  Z„  ou  de  ^  „  et  Z„. 

Nous  ne  pourrons  donc  faire  qu'un  nombre  fini  d'bypolhèses  sur  les 

plus  grands  communs  diviseurs  de  X(,,  Y^,  Z„  (que  j'appelle  o),  de  -y 

et  -^1  de  ^  et  ^i  de^  et  -^-  (que  j'appelle  a,  p,  y).  Ces  diviseurs  a, 

P,  Y,  0  sont  des  idéaux  du  corps  algébrique  considéré. 
J'aurai  encore 

\„=  o  flyo,  Yn  =  ba-'^'O,  Z,j  =  cy/^o, 

a,  l>,  c  étant  des  idéaux  du  corps.  Les  idéaux  a,  b,  c  sont  premiers 
outre  eux  deux  à  deux;  a  premier  avec  a,  b  avec  fl,  c  avec  y,  et  l'on  a 

Al^  abc(oi'^-;y-o\ 

Il  suit  de  cette  égalité  que,  si  l'on  définit  ui, ,  p..,  u.,  comme  plus  haut, 
les  expressions 

■x^'l  a         b         c 

seront  des  cubes  parfaits;  mais  je  ne  veux  pas  dire  par  là  c[ue  ce  soTit 
les  cubes  d'entiers  algébriques  existants,  mais  les  cubes  d'idéaux  du 
corps. 

Soient  alors  X,,  A,,  X,  les  idéaux  types  appartenant  aux   mêmes 
classes  que 

:i/«  V*  '■'/<■' 

Vi^'   VS'   V^J 

comme  le  nombre  des  classes  est  fini,  on  ne  peut  faire,  au  sujet  des 
idéaux  A,  qu'un  nombre  fini  d'hypothèses. 
Nous  pourrons  alors  poser 

\/^  =  ^-^'     V^i^  =  ^^^-     V'^^  =  ^»^"' 

etio,  ^0)  ^0  seront  des  nombres  rationnels  (qui  ne  seront  peut-être 
pas  entiers)  du  corps  algébrique  considéré. 
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Il  vient  alors 


A,  =  A'Ja,  I^YO,  7*2=  Aila^ayo,  //^  =  >.J  a., a3o. 


k  =  oa.  a.,  li.,,  i  /  — — — , 


où  les  h  et  k  seront  des  entiers  du  corps  sur  lesquels  on  ne  pourra  faire 
qu'un  nombre  fini  d'hypothèses,  puisqu'on  n'en  peut  faire  qu'un 
nombre  fini  sur  les  idéaux  B,  a,  p,  y,  ijl,  a. 

Si  le  point  x^,  y^,  z^  est  sur  la  cubique  C,  le  point  ç„,  Tj^,  "Co  sera  sur 
une  cubique  C  que  j'appellerai  encore  dérivée  de  C. 

Nos  théorèmes  subsistent  évidemment. 

Une  cubique  C  n'a  qu'un  nombre  fini  de  dérivées,  puisqu'on  ne 
peut  faire  qu'un  nombre  fini  d'hypothèses  sur  les  coefficients  h  et  k. 

A  tout  point  rationnel  de  C  correspond  sur  l'une  de  ses  dérivées  un 
point  rationnel,  de  sorte  que  si  C  a  une  infinité  de  points  rationnels,  il 
doit  en  être  de  môme  pour  une  au  moins  de  ses  dérivées. 

Les  fonctions  elliptiques  relatives  à  la  dérivée  se  déduisent  de  celles 
de  la  cubique  C  par  une  transformation  de  troisième  ordre. 

On  peut  quelquefois  tirer  de  là  des  résultats  dans  l'énoncé  desquels 
n'interviennent  que  des  entiers  ordinaires.  C'est  ce  qui  arrive,  par 
exemple,  si  l'un  des  trois  points  d'inflexion  est  rationnel  ordinaire. 

Si  le  point  X  =  A  =  o,  que  j'appelle  M,  est  rationnel  ordinaire,  par 
ce  point  M  passeront  quatre  droites  qui  contiendront  chacune  deux 
autres  points  d'inflexion.  Soient 

A,  =  o,         A^  =  o,         A3  =  o,         Ai  =  o 

ces  quatre  droites.  Si  nous  adjoignons  au  domaine  de  rationalité  les 
coefficients  de  A,,  nous  définirons  un  certain  corps  algébrique  K, . 

Soient  maintenant  Y,=  o,  Z,^o  les  deux  tangentes  d'inflexion 
aux  points  de  rencontre  de  la  cubique  avec  A,  =  o. 

Adjoignons  au  domaine  de  rationalité  les  coordonnées  des  deux 
points  d'inflexion  correspondants;  nous  définirons  un  nouveau  corps 
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algébrique  Iv',  qui  contiendra  K,,  et  nous  pourrons  supposer  que 
Téquation  de  la  cubique  s'écrit 

xy,z,  =  a:, 

les  coefficients  de  X  étant  des  entiers  ordinaires,  ceux  de  Y,  et  de  Z, 
des  entiers  du  corps  K, ,  ceux  de  A,  des  entiers  du  corps  K,. 

Si  Xp,  jKo,  z„  est  un  point  rationnel  ordinaire  de  la  cubique  C  et  cjue 
^'a,  Xo,  :■(,  soient  des  entiers  premiers  entre  eux  ;  si  Xj,  Y°,  Z°,  A"  sont 
les  résultats  de  la  substitution  de  x^,  yo,  -oi  on  aura  d'après  ce  qui 
précède 

\,  =  h,çl,  \",  =  />,-C  Z:  =  /),r:,  A:=/r?„y,„r„; 

les  quantités  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations 
sont  des  quantités  rationnelles  du  corps  K', .  Mais  nous  devons  observer 
que,  si  Ton  échange  les  deux  points  d'inflexion  Y,  =  o,  Z,  =  o,  toute 
quantité  rationnelle  du  corps  K',  se  transformera  en  une  autre  quantité 
rationnelle  du  même  corps  que  l'on  appellera  sa  conjuguée;  toute 
fonction  symétrique  et  rationnelle  de  deux  quantités  conjuguées  sera 
une  quantité  rationnelle  du  corps  K,. 

Nous  concluons  que  A,,  H„  et  k  sont  des  quantités  rationnelles  du 
corps  K,,  tandis  que  /i,  et  Aj,  r]„  et  iÇ„  sont  conjugués. 

Cela  posé,  si  l'on  permute  les  quatre  droites  A,,  Aj,  A3,  A,,,  le 
corps  K,  se  changera  dans  l'un  des  trois  corps  conjugués  Ko,  Kj,  Kj. 

Soient  /*,.,,  A, ,3,  /i , ^  les  quantités  qui  se  déduisent  de  A,  quand  on 
remplace  le  corps  K,  par  l'un  des  corps  conjugués  Ko,  K3,  K^.  Ce 
seront  des  entiei's  algébric|ues  de  ces  trois  corps,  de  même  que  h,  était 
un  entier  algébrique  du  corps  K, . 

Soient  de  même  Ho.o,  H0.3,  H„...  les  quantités  qui  se  déduisent  de  ?„  par 
le  même  procédé.  Ce  seront  des  quantités  rationnelles  des  trois  corps 
Ko,  K3,  K5,  de  même  que  H„  était  une  quantité  rationnelle  ducorpsK,. 

Sur  les  entiers  algébriques  A,  o.  A,. 3,  A,.,  on  ne  pourra  faire  qu'un 
nombre  fini  d'hypothèses. 

Xo  étant  un  entier  ordinaire,  on  aura 

X  —  A  i^'  \  —  A     ^^  V  —  Il     ^'^  \   —  h     ï^ 
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les  trois  dcinicros  égalités  se  déduisant  de  la  première  en  passant  du 
corps  K,  à  l'un  des  corps  conjugués.  Si  donc  on  pose 

il  viendra 


X 


H  est  un  entier  ordinaire,  puisque  h,,  /(,,,,  //,.n,  /'n  sont  conjugués. 
De  même,  U  est  une  fonction  rationnelle  ordinaire. 

Comme  on  ne  peut  faire  sur  l'entier  H  qu'un  nombre  (ini  d'hypo- 
thèses, nous  devons  conclure  que  X„  est  égal  à  un  cube  parfait  mul- 
tiplié par  un  entier  limité. 

Cet  énoncé  suppose  que  les  entiers  x^,  y„,  z„  sont  premiers  entre 
eux.  Si  l'on  s'affranchit  de  cette  restriction,  il  faudra  dire  que  X„  est 
égal  à  un  cube  parfait  multiplié  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  x\.  )■„  et  Zf,  et  par  un  entier  limité.  On  appréciera  mieux  la  géné- 
ralité de  cet  énoncé  si  l'on  se  rappelle  qu'une  cubique  qui  a  un  point 
rationnel  est  toujours  équivalente  à  une  cubique  qui  a  un  point  din- 
llexion  rationnel. 

Pour  généraliser  nos  résultats,  nous  pouvons  encore  chercher  à 
mettre  léqualion  de  la  cubique  sous  la  forme 

{Mer)  X,\,...\,=  Y", 

X,,  Xo.  ....  Xp,  Y  étant  des  polynômes  entiers  à  coefficients  entiers. 
Je  m'impose  dabord  la  condition  que  deux  quelconques  des  courbes 

X,  =  o,  X^=o 

n'aient  aucun  point  commun  sur  la  cubique. 
Soient  alors 

«,'',      «;-,      ...,      ii\'" 

les  arguments  des  points  d'intersection  de  la  cubi{[ue  avec  X,=  o; 

^'l5        ''j,         •■••        f;«7 
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les  arguments  des  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  \  =  o. 
(_)n  aura,  à  des  périodes  près, 

^?/,=  o,  Ht'  =  o. 

L'ensemble  de§  j^oints  u  devra  reproduire  n  fois  l'ensemble  des  points  r. 
Chacun  des  points  v  devra  figurer  n  fois  dans  l'ensemble  des  points  ?/, 
et,  comme  l'ensemble  des  points  //,  ne  doit  avoir  aucun  point  commun 
avec  l'ensemble  des  points  ?//;,  chaque  point  r  devra  figurer  n  fois  dans 
un  des  ensembles  w,.  Il  suit  de  là  que  les  points  m,  doivent  être  con- 
fondus n  à  «,  et  Tordre  de  mullipliclli'  de  l'un  quelconcjue  d'entre  eux 
doit  être  un  multiple  de  ii. 

Considérons  alors  un  ensemble  d'ars'umcnis 

_.  'J_ 
II 

([ui  seront  les  mêmes  que  les  arguments  w,  avec  cette  dilTércnce  que 
leurs  ordres  de  multiplicité  seront  n  fois  plus  petits.  Alors  I](r,  est  la 
,^idiie  pap^ie  d'une  période.  D'ailleurs  l'ensemble  de  tous  les  jioinls  w 
est  identique  à  l'ensemble  des  points  c. 

Le  problème  revient  donc  à  chercher/)  groupes  rationnels  ;  la  somme 
des  arguments  de  chaque  groupe  étant  la  //'"'"'  partie  d'une  période,  la 
somme  des  arguments  de  tous  les  groupes  étant  une  période.  J'ajoute 
que  le  nombre  des  points  de  tous  les  groupes  doit  être  divisible  par  3 
et  cpi'il  en  est  de  même  du  nombre  des  points  de  chaque  groupe,  à 
moins  que  n  ne  soit  divisible  par  3. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  on  pourra  mettre 
l'écpiation  sous  la  forme  (i  ter').  On  pourra  trouver  en  effet  un  poly- 
nôme X,-  qui  ait  un  zéro  d'ordre  ii  en  chacun  des  points  it',  et  un  poly- 
nôme Y  qui  ait  un  zéro  simple  en  chacun  des  points  r,.  Considérons 
alors  le  rapport 


x,x, 


Ce  sera  une  fonction  doublement  périodique  de  l'argument  elliptiipie 
d'un  point  de  la  cubique,  et  cette  fonction  ne  deviendra  jamais  infinie; 
ce  sera  donc  une  constante  que  nous  pourrons  supposer  égale  à  i . 
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Soit  x^,  ^'„,  Zg  un  point  rationnel  de  C.  Pour  plus  de  simplicité, 
j'entendrai  de  nouveau  le  mot  rationne/ dans  le  sens  ordinaire;  il  serait 
d'ailleurs  facile  de  généraliser  pour  un  corps  algébrique  quelconque. 
Je  pourrai  donc  supposer  que  x^,  y,^,  z-o  sont  des  entiers  premiers  entre 
eux,  et  j'appellerai  X,"  et  Y„  le  résultat  de  la  substitution  de  ces  entiers 
dans  X,  et  Y.  On  aura  alors 

x^x;;...x;=y;;. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  X"  et  X"  (qui  sont  des  entiers) 
devra  diviser  Y^,  et  par  hypothèse  les  trois  courbes  X,  =  o,  X2  =  o, 
\  =  o  n'ont  aucun  point  commun. 

Il  en  résulte  évidemment  qu'en  appelant  A  le  résultant  de  X, ,  X,,  Y, 
il  existe  neuf  polynômes  P  à  coefficients  entiers,  tels  que  l'on  ail 
identiquement 

p;x, +  p,.x,  +  p;y  =  av^ 
p;x,  +  p:x,^p;y  =  a;', 

g  étant  un  exposant  entier  convenable.  D'où  il  suit  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  X",  X",  Y„  doit  diviser  à  la  fois  Axl,  Ayl,  Az-l  et 
par  conséquent  A. 

On  ne  peut  donc  faire  sur  les  diviseurs  communs  des  X"  et  de  \\ 
qu'un  nombre  fini  d'hypothèses. 

Par  un  raisonnement  tout  à  fait  pareil  à  celui  qui  précède,  on  en 
déduirait 

x:=^,(^:r.      \:^/,,(X)", 

les  h  et  A"  étant  des  entiers  sur  lesquels  on  ne  peut  faire  qu'un  nombre 
fini  d'hypothèses,  elles  H"  étant  des  entiers. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  nous  poser  la  question  suivante  : 

Si  l'on  pose 
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quel  sera  le  lieu  du  point  ^,,  ^.,,  ,..,  ^/,  dans  l'espace  à  p  dimensions 
quand  le  point  x,  y,  z  décrira  la  cubique  C? 

Les  points  rationnels  de  ce  lieu  correspondront  aux  points  rationnels 
de  C,  de  sorte  que  ce  lieu  jouera  un  rôle  analogue  à  celui  de  la  cubique 
dérivée  C. 

Soient  u  rargument  elliptique  sur  C,  to  ctco'  les  périodes;  soitO(//  ) 
une  fonction  0  définie  de  telle  sorte  que 

0(o)^o,  O(u-^io)  =  (){u), 

(i(u  -+■  to')  =:  e""+*0(;O,         "^^^■ 

Soient  X,  le  degré  de  X,  et 

0,(«)  =  0(1/  ~  H'-'  )0(«.  ^  wf). .  J)(u  -  w'P)  (.«  = -,7 

Soient  y.,,  a^,  a.,  les  arguments  des  points  d'intersection  de  la  cubique 
avec  X  =  o.  Soit 

r,  =  (){u--y.,)()(a  -  y..,)(){N  -  y.,). 

Les  expressions 

ioùq-—^^  est  le  degré  de  Aj  sont  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  seconde  espèce  (se  reproduisant  à  un  facteur  constant  près 
par  l'addition  d'une  période)  qui  ne  deviennent  jamais  infinies.  Elles 
se  l'éduisent  donc  à  des  exponentielles,  de  sorte  que  l'équation  de  la 
cubique  pourra  s'écrire 


v>.I 


.v\'/ 


X,-  =  1^,0;'  (-  )     c"''",  Y  =  f7.,,,  0, 0,  .  . .  0^^ 

les  [ji  et  les  p  étant  des  constantes,  ou  bien  encore 


les  V  élant  des  constantes. 

Journ.  de  Malh.  (5-  scrie5,  lonic  VII.  ~  l'asc.  II,   igoi.  29 
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Si  les  X;  soiil  tous  égaux,  c'est  là  réquation  en  coordonnées  homo- 
gènes d'une  courbe  de  genre  i  dans  l'espace  k  p  —  i  dimensions.  Quel 
est  le  degré  de  celle  courbe  et  quelles  sont  les  périodes  correspon- 
dantes? 

On  a 

0,  («  +  w)  =  0,(m);         0,(m  +  W)  =  e"'" "-'''-'■-"■■  Q,( II), 

3X,-               ,,       3X,  ,               „       ,    ,            ,„       ,  ,,         ,,/>(/'      " 
a  =  — a,  0= — b:         a^=  ha  ,  o  = /i 0  -+- a  to   

Quand  u  augmente  de  co,  les  quantités  X,-,  y],  0,  et  x  ne  changenl 
pas.  Donc  c"^i"  ne  change  pas.  Quand  u  augmente  de  co',  les  ipiaii- 
lités  X,,  X  ne  changent  pas  ;  0,  et  •/)  sont  multipliés  par 

Donc  e"P'"  est  multiplié  par 


Donc  /ip,co  est  un  multiple  de  2iTr,  /zp,a)'est  égal  à  oaStv,  à  un 
multiple  près  de  2J7t.  Nous  avons  dit  que  Svv,- est  le  n"^"°  d'une  pé- 
riode. On  a  donc 

«!«•,=  ]3,a)  -f-  {3'  O)', 


^,  et  ^)  étant  des  entiers.  Il  vient  alors 


2(71  f 


On  a  d'ailleurs 

?  =  -?,-• 

Quand  u  augmente  de  w  ou  de  co',  le  logarithme  de  0/('f'"  augmente 
de 

~  +  a  a  4-  y  —  a i-vv,  -I ^^  =  a  u  -\-  o ^  • 

/(.  n  u  /( 

Il  suit  de  là  que  les  rapports  des  E,-  sont  des  fonctions  doublement 
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périodiques  de  a,  dont  les  périodes  dépendent  des  entiers  p,  et  |î),  ou 
plutôt  des  restes  de  ces  entiers  à  n.  Ces  fonctions  admettront  la  pé- 
riode 


pourvu  que  tous  les  Y[i,+-  Yi'ij  donnenl  le  même  reste  à  n. 

Il  est  aisé  ainsi  de  déterminer  ces  périodes  et  l'on  en  déduit  aisément 
le  degré  de  notre  courbe  de  genre  i ,  que  nous  pourrons  appeler  encore 
une  cowhe  dérivée  de  C. 

On  voit  que  le  noml)re  des  courbes  dérivées  est  encore  fini,  cju'à 
tout  point  rationnel  de  C  correspond  un  point  rationnel  de  l'une  des 
dérivées  et  que  les  fonctions  elliptiques  relatives  à  une  dérivée  se  dé- 
duisent de  celles  relatives  à  C  par  une  transformation. 

Toute  courbe  dérivée  admettant  un  point  rationnel  étant  équiva- 
lente à  une  cubique,  comme  on  Ta  vu  au  paragraphe  IV,  si  la  cubicjue  C 
admet  une  infinité  de  points  rationnels,  on  aura  ainsi  le  moyen  de 
délinir  un  certain  nombre  d'autres  cubiques  (dont  les  fonctions  ellip- 
tiques se  déduisent  de  celles  de  C  par  une  transformation)  et  sur  l'une 
au  moins  desquelles  il  y  aura  une  infinité  de  points  rationnels. 

iXe  supposons  plus  que  tous  les  X,-  soient  égaux. 

Nous  pourrons  trouver  p^  entiers  3,^  et  y,,  dont  le  déterminant  soit 
égal  à  I  et  tels  que 

2:;3,/A,  =  o,      i:y,x,  =  û, 

à  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  X,-. 
Alors  les  produits 

z,=  n^^  =  n(v,0,rP-«)p-* 

seront  des  fonctions  doublement  périodiques  de  u  dont  les  périodes  se 
détermineraient  comme  nous  venons  de  le  faire.  Alors  les/j  —  i  quan- 
tités Z*  seront  les  coordonn'écs  non  homogènes  d'un  point  décrivant 
une  courbe  de  genre  i  dans  l'espace  k  p  —  i  dimensions.  Cette  courbe 
pourra  s'appeler  encore  une  courbe  dérivée  de  C,  et  ces  courbes  dé- 
rivées de  C  jouiront  encore  des  mêmes  propriétés  que  dans  les  cas 
examinés  jusqu'ici. 
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On  peut  poser,  par  exemple, 

et  Z^  sera  encore  doublement  périodique.  (Inutile  d'ajouter  que  ces 
résultats  deviennent  illusoires  pour  p  =  2.) 

Il  n'y  aurait  rien  à  changer  à  ce  qui  précède  si,  au  lieu  de  Téqua- 
lion  (i  (ei-),  on  partait  d'une  équation  analogue 

{id)  X^-Xt...X^  =  Y", 

où  les  q  seraient  des  entiers  quelconques.  Ici  encore  on  ne  peut  faire 
qu'un  nombre  fini  d'hypothèses  sur  les  diviseurs  communs  de  XJ  et  X" 
quand  x„,  y^,  Zg  sont  premiers  entre  eux.  Il  en  résulte  que  X".  (si  y^ 
est  premier  avec  n)  sera  une  puissance  «'"""  parfaite  à  un  facteur  con- 
stant près  sur  lequel  on  ne  peut  faire  qu'un  nombre  fini  d'hypothèses. 
Voyons  maintenant  dans  quels  cas  on  pourra  avoir  une  équation  de 
la  forme  (i  tef). 

Supposons  que  — -  soit  un  multiple  de  3  plus  s,  (ï,=  o,  i,  2).  Alors 

le  groupe  des  points  w,  étant  rationnel,  on  devra  avoir,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu  à  la  fin  du  paragraphe  VI, 

(3)  Itv,  =  £,a  -I-  3«,a  +  ^Ps(o^  —  Xj). 

Cette  expression  devra  être  la  n'*""*  partie  d'une  période,  c'est-à-dire 
que  l'argument  d'un  des  points  rationnels  (à  savoir  le  point  Zn-,,  si 
£,  =  I,  et  le  point  22w,-,  si  £,  =  2)  ou  la  différence  des  arguments  de 
deux  points  rationnels  (à  savoir  Zw^,  si£,  =  o),  devra  être  la  n"'"'^ 
partie  d'une  période.  Cette  condition  est  d'ailleurs  évidemment  suffi- 
sante. 

En  effet,  si  par  exemple 


nous  pourrons  trouver  trois  groupes  rationnels  -«,,  -«"2,  Sn^'3,  tels 
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que 

tels  que  q ,  +  (/., -i-  q -.^es  0  (mod/;)  et  que  -^eee  ^,  (niod  3). 

Si  7i  n'est  pas  divisible  par  3,  ç,- devra  être  divisible  par  3;  nous 
pourrons  alors  supposer  X,  =  X.  =  1^.  Si  n  est  divisible  par  3,  nous 
pourrons  encore  prendre 

q,=  qr,=  q3  (mod3), 

puisqu'on  aura 

q,^  q;+  q,  =  o  (niod3). 

Si  nous  avions 


3a 


nous  prendrions  encore 


y,  +  y.,  + ^jSrïo     (inod3/0»         (/,^^q-2^^q-3^^o     (mod3). 
X,  =  X.,  =  X.,,         — -EE^.o     (mod3). 

Je  distinguerai  deux  cas  : 

1°  Ou  bien  la  différence  des  arguments  de  deux  points  rationnels 
est  le  n''"""^  d'une  période.  Dans  ce  cas,  la  considération  des  courbes 
dérivées  nous  apprend  réellement  quelque  chose  de  nouveau. 

Si  celte  condition  est  remplie  par  une  cubique,  elle  le  sera  par 
toutes  les  cubiques  équivalentes;  mais,  en  général,  elle  ne  le  sera  pas 
par  C,  ni,  par  conséquent,  par  aucune  des  cubiques  équivalentes,  à 
moins  qu'on  n'étende  par  voie  d'adjonction  le  domaine  de  ra- 
tionalité. 

2°  Ou  bien  la  différence  des  arguments  de  deux  points  rationnels 
ne  sera  jamais  le  n'''"'"  d'une  période  (à  moins  d'être  d'une  période). 

S'il  en  est  ainsi,  il  faudra,'  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  que 
l'argument  d'un  des  points  rationnels  soit  le  n'"^"  d'une  période,  soit 
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Alors 

3a  =  — 

ti 

sera  la  din'orcncc  des  arguments  de  deux  points  rationnels  et  en  même 
temps  le  «''""■  d'une  période;  il  faudrait  donc  (pic  ce  fût  une  période, 
ce  cjui  ne  peut  arriver  que  de  deux  manières  :  si  co  =  o,  si  /i  est  divi- 
sible par  3. 

Le  second  cas  se  ramène  aisément  au  premier,  car  si  n  est  divisible 

par  3  et  que  —  soit  une  période,  a  sera  le  tiers  d'une  période.  Mais 

comme  les  arguments  ne  sont  définis  qu'à  ^  de  période  près,  nous 
pouvons  supposer  a  ^  o,  d'où  co  =  o. 
Si  a  est  nul,  on  aura 

et  le  second  membre  ne  pourra  être  la  //"""^  partie  d'une  période  cjue 
si  tous  les  p^  sont  nuls;  car  l'expression  "Lp^oi.,  étant  la  différence  des 
arguments  de  deux  points  rationnels  ne  peut  être  la  //"""'  partie  d'une 
période. 
On  a  donc 

2iv,=  o. 

Dans  ce  cas  que  nous  apprend  l'analyse  précédente?  Que  '■—-  est 
la  «"'""^  puissance  d'un  nombre  rationnel.  Soit  alors 

— p  =  -£         (mod3). 


Nous  pourrons  alors  trouver  deux  courbes  rationnelles  Z,  =  o  et 
Zo^  o,  de  degré  -^-^  -+-  ^,  passant  tontes  deux  ô  fois  par  le  point  ra- 
tionnel,  dont  l'argument  a=:o;  la  première  Z,  =  o  passant  Ao  fois 

3X         . 
par  chacun  des  — ^  points  ^v^  ;  la  seconde  Z^=  o  passant  X,  fois  par 

chacun  des  —  pouits  w.,. 
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On  aura  alors 


ce  qui  suffit  déjà  pour  prouver  cjue  le  premier  membre  est  une  puis- 
sance «"'""'  parfaite. 

Le  résultat  en  c{uestion  est  donc  illusoire,  puisqu'on  aurait  pu 
l'obtenir  par  voie  purement  algébrique,  sans  faire  intervenir  le  raison- 
nement arillimctiquc  fondé  sur  l'impossibilité  de  décomposer  un  entier 
de  plusieurs  manières  en  facteurs  premiers. 

La  considération  des  cnbiques  dérivées  serait  donc  sans  intérêt  dans 
ce  cas. 

Nous  voyons  toutefois  que  X,  doit  être  une  puissance  n'"""  parfaite, 
multipliée  par  un  entier  sur  lequel  on  ne  peut  faire  qu'un  nomi^re  fini 
d  liy{)otlièses,  si.  l'on  connaît  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a:„, 
}'oi  'ur  Cette  restriction  diminue  un  peu  la  portée  du  résultat,  qui  est 
d'ailleurs  indépendant  de  la  considération  des  cubiques  dérivées. 

Le  cas  où  la  considération  des  cubiques  dérivées  peut  être  utile 
est  donc  cekii  où  les  fonctions  elliptiques  relatives  à  ces  cubiques 
dérivées  se  déduisent  de  celles  cjui  correspondent  à  C  par  une  trans- 
formation qui  n'est  pas  du  premier  ordre. 


IX.     -  Courbes  de  genre  supérieur. 

Je  ne  dirai  que  quelques  mots  des  courbes  de  genre  supérieur.  Il 
n'est  plus  vrai  que  de  la  connaissance  d'un  point  rationnel  on  puisse 
déduire  celle  d'une  infinité  d'autres  points  rationnels.  Mais  de  la  cou- 
naissance  d'un  groupe  rationnel  (et  par  conséquent  de  celle  d'un  point 
rationnel)  on  peut  déduire  celle  d'une  infinité  d'autres  groupes  ration- 
nels. 

Soit  en  effet  C  une  courbe  rationnelle  de  genre yj  et  de  degré  />?,  et 
soit  un  groupe  rationnel  de  /)  points  sur  cette  courbe.  Le  nombre  des 
points  doubles  sera 


7  (  /«  —  1  )  (  /«   —   2  ) 


-p- 
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Si  nous  coupons  par  une  courbe  adjoinle  C  de  degré  qt^m  —  2,  le 
nombre  des  points  dinlersection  difïérents  des  points  doubles  sera 


"7 


■id 


et  sur  ce  nombre,  mq  —  id  —  p  pourront  être  choisis  arbitrairement. 

Soient  M,,  «o,  . . .,  Up  les  p intégrales  abéliennes  de  première  espèce. 

Un  groupe  de  p  points  sera  défini  quand  on  se  donnera  les  p  sommes 

Iw,  =  a,,  Iw2=ao,  ...,         ILup^y.,, 

pour  sesp  points,  sommes  que  j'appellerai  ses  arguments.  J'appellerai 
alors  le  groupe  ainsi  défini  le  groupe  (y.^,  «j, ...,  a^)  ou  simplement  le 
groupe  OL.  On  pourra  choisir  les  constantes  d'intégration  de  telle  façon 
que  la  somme  des  arguments  soit  nulle  pour  les  points  d'intersection 
d'une  courbe  adjointe  quelconque,  les  points  dmililes  étant  laissés  de 
côté. 

Si  les  groupes  de  p  points  a,  p  et  y  sont  rationnels,  je  dis  qu'il  en  est 
de  même  du  groupe  ji  -!-  y  "~  "'-•  E"  ciTet,  par  les  groupes  !3  ety  je  puis 
faire  passer  une  courbo  adjointe  rationnelle  de  degré  y> ; 

elle  coupera  C  en  mq  —  id—  -xp  autres  points  formant  un  groupe 
lationnel  G  dont  la  somme  des  arguments  sera  —  (^  +  ï)-  f*^^'  ^  ^' 
parle  groupe  a  je  puis  faire  passer  une  courbe  rationnelle  adjointe  de 
degré  q  qui  coupe  C  en  p  autres  points  formant  un  groupe  rationnel 
d'arguments  JB  -i-  y  —  x. 

Supposons  maintenant  que  le  groupe  de  p  points  a  soit  rationnel.  Je 
mène  d'abord  une  courbe  adjointe  rationnelle  quelconque  de  de- 
gré q^ni  —  a\  elle  coupera  C  suivant  un  groupe  rationnel  G 
de  mq  —  2<i  points;  la  somme  des  arguments  sera  zéro. 

Soit  0  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  de  arf;  nous  pourrons 
trouver  deux  nombres  entiers  positifs  q'^m  —  2  et  ^  tels  que 

m{q  ^  q)  —  'i(mq  —  -id)  =  oh. 

It  élaiU  un  entier  positif  quelconque.  Je  veux  maintenant  cpic 

0//  =  (  K  H-  i)p. 
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Soit  alors  o'  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m,  id  el  /); 
soit  p  =  iâ',  0  -—  z^'  ;  il  nous  suffira  de  prendre  A  =  ^,  K  +  i  =  £. 

Cela  posé,  je  fais  passer  une  courbe  adjointe  rationnelle  de  degré  q', 
p  4-  I  fois  par  le  groupe  G  et  K  fois  par  le  groupe  a;  cette  courbe  est 
ainsi  entii'-reiiicnt  déterminée,  et  elle  coupe  encore  C  en /j  autres  points, 
car  ou  a 

inq  =  (  K  -h  I )/>  +  (  ji  -I-  \){iii({  —  2 (I)  +  ■>. (l. 

Ces  [)  autres  poiuls  formeront  un  groupe  rationnel  el  la  somme  des 
arguments  sera  —  K  a  ou  a  —  sa. 

Il  résulte  de  tout  cela  que  les  groupes  rationnels  de  p  points  situés 
sur  C  sont  donnés  par  une  formule 

a  -(-  î //  a  -+- 1/>^ ( ^-  ~  ^-t ^ 

tout  à  fait  de  mémo  forme  que  les  formules  analogues  relatives  aux 
cubiques. 

Le  nombre  £  (qui  pour  les  cubiques  est  égal  à  3)  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  m  et  2(/ divisé  par  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  m^  id  &\, p. 

On  conçoit  la  possibilité  de  construire  de  cette  manière  une  théorie 
analogue  à  celle  des  cubiques. 


Journ.  de  Math.   (5»  série),  lonie  VII.  —  Fasc.  II,   1901.  OO 


LE    THÉORÈME    DES    TOURBILLONS    EN    THERMODYNAMIQUE.  235 

Le  théorème  des   tourbillons  en    Thermodynamuive ; 
Pau  m.   JOLGLET. 


1.  Considérons  une  masse  fluide  continue,  animée  d'un  mouvement 
qui  n'altère  pas  sa  continuité.  Désignons  par  «,  p,  w  les  composantes 
suivant  les  trois  axes  de  la  vitesse  d'une  molécule  :  ce  sont  des  fonc- 
tions continues  du  temps  t  et  des  coordonnées  .r,  y,  :;  d'un  point  géo- 
métrifjue. (variables  d'Euler).  Les  molécules  qui,  au  temps  /,j,  sont 
situées  sur  une  courbe  fermée  C„  forment,  à  tout  instant,  une  courbe 
fermée  C.  On  peut  énoncer  le  théorème  de  Ilelmholtz  en  disant  que 
rintéirralc  curviligne 


/  u  dx,+  V  dy  -+-  w  dz 


conserve,  à  tout  instant,  la  même  valeur. 

La  démonstration  de  ce  théorème,  applicable  aux  fluides  dénués  de 
viscosité,  est  subordonnée  en  outre  aux  restrictions  suivantes  : 

a.  Les  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  qui  agissent  sur 
chaque  élément  de  volume  admettent  un  potentiel. 

h.  La  pression  est  fonction  de  la  densité  seule. 

M.  Duhem  a  montré  (')•  comment  la  Thermodvnamique  permet 

(')  Z,e  potentiel  thermodynamique  et  la  pression  hydrostatique  {Annales 
scientifiques  de  V  Ecole  Normale  supérieure,  3"^  série,  t.  X;  iSgS).  Traité  d'Élec- 
tricité et  de  Magnétisme,  t.  II;  1892. 
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d'étudier  le  mouvement  de  fluides  pour  lesquels  ces  restrictions  n'ont 
aucun  sens.  Nous  nous  proposons  de  rechercher  ce  que  devient,  dans 
sa  théorie,  le  ihcorèmc  de  Helmholtz;  nous  continuerons  à  supposer 
nulle  la  viscosité. 

On  apercevra  facilement,  à  la  lecture  de  cette  Note,  tout  ce  qu'elle 
doit  à  M.  Duhera.  Non  seulement  la  méthode  lui  est  empruntée,  mais 
bien  des  pages  sont  consacrées  à  reproduire,  sans  grandes  modifica- 
tions, ses  résultats.  Nous  prions  qu'on  nous  en  excuse,  comme  il  l'a 
déjà  fait  lui-même.  Il  nous  a  paru  que  cette  reproduction  était  utile 
pour  bien  mettre  en  lumière  l'insuffisance  des  énoncés  (a)  et  (i)  en 
Hydrodynamique  et  la  possibilité  de  leur  remplacement  par  d'autres 
plus  généraux. 

I. 

2.  Dans  les  fluides  habituellement  éliidiés  en  Hydrodynamique, 
l'état  physique  et  chimique  en  un  point  est  complètement  défini  par 
la  densité  p  et  la  température  absolue  T.  Nous  supposerons  ici  que, 
pour  cette  définition,  il  faut  joindre  à  ces  deux  variables  un  nombre  fini 
de  paramètres  algébriques,  un  par  exemple,  que  nous  désignerons  par  )i, 
et  un  nombre  Uni  de  paramètres  géométriques,  un  par  exemple,  le 
vecteur  M  dont  les  projections  sur  les  trois  axes  seront  A,  B,  C.  Les 
variables  p,  "k,  A,  B,  C,  T  seront  supposées  normales.  La  Thermody- 
namique conduit  alors  à  mettre  le  potentiel  thermodynamique  interne 
d'une  masse  fluide  sous  la  forme 

(i)  F=  r9(p,X,A,B,C,T)prf--f-ir. 

Dans  cette  expression,  5(p,  X,  A,  B,  C,  T )p  d-  est  le  potentiel  thermo- 
dynamique interne  de  l'élément  de  volume  d^;  le  signe   /  représente 

une  intégrale  triple  étendue  à  tout  le  volume  E  du  fluide;  ^' est  un 
terme  complémentaire,  dépendant  de  la  position  relative  des  divers 
éléments  du  fluide  et  des  variables  fixant  l'état  de  chacun  d'eux,  a/)- 
stractioii  faite  de  la  lempéralurc. 
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L'iiypoilièse  la  plus  naturelle  qu'on  puisse  faire  sur 'y,  c'est  qu'il 
s'écrit  sous  la  forme  d'une  intégrale  sextuple  ('  ) 

dont  le  champ  est  l'ensemble  à  6  dimensions  obtenu  en  associant  suc- 
cessivement chaque  point  de  E  avec  tous  les  autres  points  du  même 
domaine,  p,  X,  A,  B,  C  se  rapportent  à  l'élément  de  volume  ch  de 
coordonnées  x,  y,  z\  p',  A',  A',  B',  C  à  l'clcment  ch'  de  coordon- 
nées x',  y',  z'. 

A  la  vérité,  un  fluide  étant  isotrope,  ç  ne  dépend  de  A,  B,  C  que 
par  l'intermédiaire  de  M.  De  même.  A,  B,  C,  A',  B',  C,  x,  y,  z,  x', 
y',  z'  n'entrent  pas  d'une  manière  quelconque  dans  la  fonction  i|/. 
Celle-ci  ne  dépend  que  de  la  grandeur  des  vecteurs  M  et  M',  de  l'angle 
qu'ils  font  entre  eux,  de  ceux  qu'ils  font  avec  la  droite  joignant  les 
éléments  ch  et  ih' ,  et  de  la  longueur  de  cette  droite.  Mais  ces 
remai-qucs  n'ont  pas  d'intérêt  pour  ce  que  nous  avons  en  vue. 

Nous  supposerons  que  l'intégrale  W  peut  se  calculer  par  deux  inté- 
grales triples  successives  et  nous  poserons 

(3)  \(x,y,z,0  =  fjp'ch'. 

Le  point  x,  y,  z  peut  se  trouver  dans  E  ou  à  l'extérieur.  Par  hypo- 
thèse, la  fonction  V  existe  dans  l'un  et  dans  l'autre  domaine.  Nous 
supposons  en  outre  qu'elle  est  continue  dans  chacun  de  ces  domaines 
et  qu'elle  y  admet,  par  rapport  à  x,  y,  z,  des  dérivées  partielles  du 

premier  ordre  données  par  la  règle  de  la  dérivation  sous  le  signe  /  . 

Ce  sont  les  hypothèses  faites  par  M.  Duhem  dans  son  Mémoire  sur  le 
Potentiel  thermodynamique  et  la  pression  Iiydrostatiqiie  que  nous 
avons  déjà  cité.  On  trouvera'  dans  ce  Mémoire  leur  discussion  analv- 


(')  Dlihem,  Le  potentiel  thermodynamique  et  la  pression  liydrostaliqae. 
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tique  sur  laquelle  il  n'y  a  pas  à  revenir.  Elles  permettent  d'écrire  : 
Ox       J   ojc  '  Ox  J   dp  '  Ou-  J   di.' 

\.  rd'k  ,  ,  ,     ù\^  rôi   ,  ,  ,      dc  rd'h   ,,  . 


dx , 


Et  si  nous  posons 

'''=-/jï?''''''     '''  =  - fm?'^'-''    ''  =  -f%''^''' 

la  valeur  de  -7-  deviendra 
dx 

,     dy         VI  àp      J  di         àx      J  d\^        dc 

\        dx  dx  du-  dx  dx  '  dx 

On  aura  de  même 

j       dy  ~  '  dr       ^'dy       ^' dy  '  dy        '^'dy' 

]       d\  7        là?        I    dl  dX        J    dB  dC 

l        dz  àz  '  dz  '  d:  dz  '  àz 

Les  actions  que  le  reste  de  la  masse  exerce  sur  réloment  d~.  se 
composent  d'une  force  c  f/T  ( X,-  +  Y,  +  Z,)  et  d'intlucncesp^/rl,  p^tL,, 
Çid-zai,  pd'bi,  pd~Ci.  Les  équations  (5)  montrent  que  la  force  ne 
dérive  pas  d'un  potentiel;  c'est  en  quoi  la  restriction  (a)  du  para- 
graphe 1  ne  saurait  être  énoncée  ici. 

On  remarquera  que  l'existence  des  influences  pdza^,  pd-b^,  pd~c, 
suppose  celle  d'un  couple  agissant  sur  l'élément  d~  :  leur  travail  vir- 


(5) 


LE    THÉORÈME    DES    TOURBILLONS     EN    THERMODYNAMIQUE.  289 

tuel  est,  en  effet,  différent  de  o  quand  l'élément  d-,  tourne  sur  lui- 
même.  On  sait  que  de  semblables  couples  se  rencontrcnl  dans  Tétude 
des  corps  aimantés  et,  si  l'on  adopte  les  idées  de  Hclmhollz,  dans  celle 
de  l'action  entre  deux  courants  électriques. 

5.  Les  actions  que  les  corps  étrangers  au  fluide  exercent  sur  lui  sont, 
les  unes  des  pressions  P  f/co  appliquées  à  chaque  élément  c/o)  de  la  sur- 
face extérieure,  les  autres  des  forces  pfX^ -f- Y^ -4- Zç)r/-:  et  des 
influences  pa^d-:,  pbed':,  pc^dz  appliquées  à  chaque  clément  de 
volume  d":.  A  ces  dernières  il  faut  ajouter  les  forces  d'inertie 

j  étant  l'accélération. 

Exprimons  le  travail  virtuel  de  ces  actions.  Envisageons  une  modi- 
fication virtuelle  en  laquelle  chaque  point  matériel  se  déplace  de 

ùx  +  cy  4-  ùz. 

Le  volume  occupé  par  le  fluide  est  déformé.  Avant  la  modification,  il 
comprend  la  partie  o  et  la  partie  infiniment  petite  i  répartie  le  long 
de  la  portion  Q,  de  la  surface  primitive.  Après  la  modification,  il  se 
compose  de  o  et  de  l'espace  2  confinant  à  o  le  long  de  la  portion  H.^ 


de  la  surface  primitive.  Convenons  de  marquer,  pour  les  paramètres  p, 
A,  A,  B,  C,  T,  les  variations  qu'ils  subissent  en  chaque  point  géomé- 
trique par  la  caractéristique  0,  et  celles  qu'ils  subissent  en  chaque 
point  matériel  par  la  caractéristique  A.  Le  travail  virtuel  des  actions 
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exléricurcs  et  des  forces  d'inertie  csL 
Sf^+oJ=    Q    [Pcos(P,x-)o^  + Pcos(P,j)ojH-Pcos(P,r)oj]f/w 

On  a  d'ailleurs  évideiaincnl 

AA  =  oà  +  -;-  oa:  -h  -r-  <^>'  -î^  T  "^-j 

et  l'on  peut  écrire  des  relations  analogues  pour  AA,  AB,  AC.  L'ex- 
pression de  Sf^-i-  oJ  peut  donc  se  transformer  en 

oF,.-t-oJ=    ^    [Pcos(P,a;)c.r  +  Pcos(P,  r)oj -I- Pcos(P,  ;)or]  c/w 
+   rc[L<.2X-t- a^oA -I- Z'^.oB +r,,oCJ<'/T 

I  r    T'y  ■  r     (>>■  <^'^         7    6»'^  t)^T  ^      / 

■^  Jo  K^^  "  ^=  ^  ^^^  ^  ''^^   ^  ^'^^  ^  '^^J  '''''■ 

■i.   On  obtiendra  les  équations  du  mouvement  en  exprimant  que 

or  —  05e —  oJ  =  o 

pour  toute  modification  virtuelle  en  laquelle  la  tem[)éralure  de  chaque 
molécule  reste  constante. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  les  variables  A,  B,  C  joueraient,  comme  elles 
l'ont  fait  jusqu'ici,  un  rôle  identique  à  celui  de  À.  On  simplifiera 
beaucoup  l'écriture  en  supposant   dorénavant,  pour  faire  le  calcul, 
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ilirelles  n'existent  pas.  Il  sera  facile,  à  la  fin,  de  rétablir  dans  les  for- 
mules les  termes  (ju'elles  auraient  donnés,  par  analogie  avec  ceux  que 
donnera  A. 

S.  Le  calcul  de  ô  /  çp^T  se  fera  en  suivant  la  méthode  développée 

par  M.  Duhem,  dans  son  Mémoire  Siu-  Véquilibï-e  et  le  mouvement 
des  fluides  mélangés  (').  On  posera 


(7) 


FS  — --^. 
lis-      ^^ 


S  sera  l'entropie  de  l'unité  de  masse  du  fluide  censée  homogène.  La 
variation  cherchée  sera 


'■h'''^=  .OP'"''- 


(8) 


Il  désignant  la  normale  intérieure  au  fluide. 

6.  Nous  insisterons  davantage  sur  le  calcul  de  oW. 

W  varie  pour  deux  raisons  :  i°  à  cause  des  variations  op,  oX,  oo',  oX' 
en  tout  point  géométrique  du  champ  o  ;  2°  à  cause  de  la  disparition  de 
la  matière  contenue  dans  i  et  de  l'apparition  de  la  matière  contenue 
dans  2. 


(')   Trai'aux  et  Mémoires  des  Facultés   de   Lille,    t.    III,    Mémoire  n°  1!, 
Chap.  VI,  p.  91  ;  1893. 


2/42 

On  écrira 


(9)  <  -^    "'-" 

-^ff(^  +  û']/)  (f  +  oc)  (?'  +  op')d-(h' 


-(  ff'^pp'dzd-'-^  ff    ■l.pp'd-dz^  CfY.p'd.d-'). 

\J   i/uo  "^   ••  01.10  «^    "^li  ^ 

Le  symbole  00  représente  l'enseniljle  à  six  dimensions  obtenu  en 
associant  successivement  à  cbaque  point  de  o  tous  les  autres  points 
de  o.  Le  symbole  02,20  représente  un  cnsendjle  formé  de  deux  par- 
ties, la  première  02  obtenue  en  associant  successivement  à  chaque 
point  de  o  tous  les  points  de  2,  la  seconde  20  obtenue  en  associant  à 
chaque  point  de  2  tous  les  points  de  o.  Les  symboles  22,  1 1  et  o  r ,  i  o 
ont  des  significations  analogues. 

Considérons  d'abord  les  deux  intégrales  relatives  au  champ  00  (|ui 
figurent  dans  (9)  par  leur  diOérence.  l'ar  raison  de  symétrie,  cette 
différence  est  égale  à 

2  f  f  p''\'Op  d-  d-'  --^-  ^  f   f  pp'  -y.  5?  d-  d-  +  1  l  j  pp'  -~  ok  d-  d-' , 


OU  encore 


(9')  2  /  Vop  d-  —  2  /  p\Zp  dz  —  1  i  pLiO'kd-. 

D'ailleurs,  00  peut  s'exprimer  en  fonction  de  o.r,  cy,  oz.  En  effet, 
os  =:  Ao  —  v~  ox 


dx  ^"^        dy  ''•'        àz  ''"  '  ^\dx^^   dy  d:  J 


D'où 


_  Vdjpox)  _^  dOpSy)  _^  ^(pSs)"! 
L     (Jo;  Oy        '        dz      J 
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Une  intégration  par  parties  transforme  alors  la  somme  (9')  en 
/      r   iO(W-p\).       c>(V-pi)>       (j(V-pi)^  "I  ,  r  1   >\  / 

I  "•"  -S         (?^~?'I)  [ox c os (n, x) -{-  oy  cos(n, y)  -\- cz  cos{ri ,  z)]  dto. 

Prenons  maintenant  dans  (9)  les  intégrales  relatives  à  01 ,  10  et  à  1 1 . 
On  peut  les  écrire 

—      pdz       '\/p'ch'  —      p  (h  I  'Ip'Jt', 
soit 

-o.fYp(h. 

De  même,  celles  qui  sont  prises  dans  02,20  et  dans  22  donnent 

afYpck. 

On  remarquera,  pour  ce  dernier  terme,  que,  dans  la  région  2,  les  op 
et  les  oA  ne  sont  pas  infiniment  petits.  Mais  les  intégrales  qui  s'y  rap- 
portent le  sont  :  on  les  calcule  en  donnant  à  p,  X,  Y  les  valeurs  que 
ces  quantités  avaient,  avant  la  modification,  aux  points  de  o  inlini- 
ment  voisins  de  la  surface  iîo. 

La  difl'érence  2  /  \ pd-:  —  2.     Y pd^  s'écrit 
Ji  Jj 

(9")    ~  -  Sû+n  P'^'[°-»cos(/?,  x)  -+-  oycos(n,y)  +  û^cos(«,  z)]  f/co. 

On  a  supposé,  dans  ce  calcul,  qu'au  second  ordre  près 

pdi       ^pUh'     et      I  p  dz  1  '^ip'dV 

étaient  égales.  C'est,  en  effet,  ce  qui  arrive  en  général  avec  les  hypo- 
thèses énoncées  par  M.  Duhem  sur  la  fonction  '|.  Mais  cela  serait  faux 
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si  l'on  supposait,  par  exemple,  comme  on  le  fait  clans  la  théorie  de  la 
capillarité,  que  cette  fonction  n'a  une  valeur  sensible  que  lorsque  les 
points  (oc, y,  z)  {x' ^y ,  j')  sont  très  voisins  l'un  de  l'autre.  Nous  lais- 
serons ce  cas  de  côté  en  remarquant  simplement  que,  s'il  se  rencon- 
trait, seules  seraient  modifiées  les  intégrales  doubles  de  o'^'",  à  l'exclu- 
sion des  intégrales  triples.  Or  ces  dernières  suffisent  pour  le  but  que 
nous  avons  en  vue. 

Nous  écrirons  donc,  en  vertu  de  (9),  (9"),  (9'"), 

—  X  p-I[ôa;cos(n,a;)-i-o>'Cos(n,jK)-ho;  cos(«,  r")]  (/w. 


7.  Les  formules  (6),  (8),  (10)  donnent  oF — off^— oJ.  Celte 
expression  se  compose  d'une  somme  d'intégrales  de  volume  et  d'inté- 
grales de  surface.  La  considération  des  intégrales  de  volume  donne  les 
équations  du  mouvement  pour  l'intérieur  de  la  masse  fluide.  Nous  les 
écrirons  en  rétablissant  les  termes  dus  à  A,  B,  C. 


(") 


do 

dl 

= 

Le 

-\- 

L„ 

ùo 

= 

«e 

+ 

a  h 

do 

= 

be 

-h 

h^, 

do 


dW        rr:,dT        t)(V-pI)        Y         .         .    dl  d\        ,   dii  dC 

dx  dx  d.v  c      j  u.  c  j  ^.  '^  dx  "^  dx  "  dx 


d\\        ri  t)T        d{\  —  '^\)        V  •         T     '^'^  ^^         /    ^15    ,        di\ 


Supposons  que 

X^dx  +  Y^dy  -+-  Z^dz  -h  L^f/A  +  a^dX  +  h^d'Q  -f-  CedC  —  ES</T 
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soit  à  chaque  instant  la  différentielle  exacte,  par  rapport  à  x,  y,  z, 
d'une  fonction  —  R(a:,  y,  z,  i).  Les  équations  (12)  s'écrivent 


d{li 

-l-V  — 

pl  +  R) 

Ox 

(^(11 

-+-V- 

pI  +  R) 

ày 

d(H 

+  v- 

pI  +  R) 

dz 


-Jz 


formules  d'où  l'on  peut  tirer  le  théorème  de  Helmholtz  par  une  voie 
connue  [voir  Poincaré,  Théorie  des  loui-billons,  Cliap.  I.  Les  équa- 
tions (12')  ont  la  forme  des  équations  (7),  p.  10  de  cet  Ouvrage]. 

La  fonction  R  existera,  en  particulier,  toutes  les  fois  que  seront  sa- 
tisfaites les  conditions  suivantes  : 

a' .  Les  actions  extérieures  admettent  un  potentiel,  c'est-à-dire  (|ue 
Xgrfj?  -^-Ygdy  +  Zgdz  -+-  hgd'k  -+-  a^  dX  +  b^dB  +  c^dC  est  la  dillé- 
rentielle  exacte  d'une  fonction  —  Q(a;,jKï  -,  ^;  A,  B,  C); 

//.  Il  existe  à  tout  instant,  dans  toute  la  masse  du  lluide,  une 
relation 

(.3)  K(S,T)  =  o 

entre  la  température  et  l'entropie  par  unité  de  masse. 

Cette  dernière  condition  sera  à  son  tour  certainement  remplie  si,  à 
partir  d'un  état  où  la  relation  (i3)  existe,  chaque  élément  de  matière 
ne  subit  que  des  transformations  en  lesquelles  cette  relation  ne  cesse 
pas  d'être  vérifiée;  en  particulier  si,  à  partir  d'un  instant  où  toute  la 
masse  est  homogène,  chaque  élément  matériel  ne  subit  que  des  trans- 
formations isothermes  ou  adiabatiques. 

8.  La  considération  des  intégrales  doubles  de  oF  —  0E<.—  SJ  donne 
les  conditions  aux  limites.  Ce  sont  : 

I  Pcos(P,a:)=  \?-j;  -p=IJcos(/z,a-), 

(i4)  Pcos(P,j-)=  [.c=|  -  pn]cos(«,j), 

(pcos(P,.-)  =  [p^^-p^ljcos(«,.-). 
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Ces  équations  montrent  d'abord  que  P  a  la  direction  de  n  (la  pres- 
sion doit  donc  être  normale  à  la  surface);  ensuite  que  P  doit  avoii- 

la  valeur  p^  ^  —  p-I. 

Pour  définir  la  pression  qui  s'exerce  sur  un  élément  intérieur  c/cr, 
faisons  passer  par  c/t  une  surface  I  qui  partage  le  fluide  en  deux  par- 

Fis.  2. 


ties  E'  et  E".  Enlevons  E'  sans  supprimer  les  actions  qu'elle  exerce  sur 
les  éléments  de  volume  de  E"  et  qui  ont  pour  potentiel 

Pour  maintenir  E'dans  l'équilibre  fictif  de  d'Alembert,  il  faudra  alors 
appliquer  à  chaque  élément  ch  de  S  une  pression  extérieure  II.  Il  sera, 
par  définition,  la  pression  à  l'intérieur  du  fluide.  Nous  allons  la  cal- 
culer. 

Le  potentiel  thermodynamique  de  E"  est 

f'.pd-.^'-ff    ■!,?.' chd,'. 

Sa  variation  dans  une  modification  virtuelle  est,  en  vertu  des  for- 
mules (8)  et(io), 

^  C       p.2 ^ [(i.r cos(«,  x)  -I-  oj cos(«,  k)  -h  o;  cos(/?,  z)\  cLm 

J^-  -  F.'        '- 

—  S     ^p='I"[oxcos(/i,  x)  -h  cy  cos(«,7)  4-  oz  cos(«,  z)]  rfw. 
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V",  1",  L.  sont  les  intégrales  V,  I,  L,  prises  dans  le  champ  E"  seu- 
lement. 

Le  travail  des  actions  exercées  par  E'  sur  E"  est,  avec  un  signe 
inverse,  l'expression 

-  '-X^^^'*-  '■''Xl''-"^'-  "Xî^^'''^']  ."'^' 

soit 

ou  enfin 

—  X     ^p-r[o.i-cos(«,  A-)  -t-  oycos(«,jK)  -H  §:;cos(«,  ir)]  t^co, 

V',  r,  \J.  étant  les  intégrales  V,  I,  L,  prises  dans  le  champ  E'  seu- 
lement. 

Enfin  le  travail  virtuel  des  autres  actions  extérieures  est,  avec  un 
signe  contraire,  l'expression 

—  X    P[cos(P,.r)oa,'  -|- cos(P,  j)  q/ -4-  cos(P,  z)rjz\doi 

—  [^^n[cos(n,a;)§j:-  -f-  cos(n,7)ox  +  cos(n,  r)o;]^Ajj. 

En  égalant  à  zéro  la  somme  des  trois  expressions  ci-dessus,  et  en  re- 
marquant que 

V  =  y  -f-  Y", 
I  =r  +1", 
l,  =  l;  +l;'. 
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Ton    ohtienl   les  équations  du  mouvement  de   la   masse   E"  sous  la 
forme  (ii),  (i2)etla  valeur  de  H  sous  la  forme 

el  Ton  vérifie  que  II  est  normal  à  ch. 

La  relation  (i5)  montre  que  la  pression  sur  l'élément  ch  dépend  de 
l'état  de  la  masse  totale  par  l'intermédiaire  de  I.  On  voit  combien  il 
serait  difficile  d'introduire  ici  la  restriction  (6)  du  n°  1. 

9.  Nous  rappellerons  qu'un  exemple  de  fluides  auxquels  s'ap- 
pliquent les  considérations  précédentes  est  fourni  par  ceux  dont  les 
éléments  s'attirent  suivant  la  loi  proposée  par  M.  Faye  dans  ses  études 
sur  la  queue  des  comètes. 

II. 

10.  Les  hypothèses  faites  au  n"  2  sur  le  terme  complémentaire  W 
ne  sont  pas  nécessaires.  Les  fluides  parfaitement  doux  aimantés 
ofl'rent  un  exemple  où  elles  ne  sont  pas  vraies.  L'action  d'une  masse 
aimantée  sur  un  élément  intérieur  n'est  pas  définie.  De  là  l'impossi- 
bilité de  mettre  W  sous  la  forme  (2).  De  là  aussi  l'impossibihté 
d'énoncer,  pour  ces  corps,  la  restriction  (a)  du  n°  1 .  Mais,  si  Ton 
adopte  les  idées  de  M.  Duhem  ('),  on  peut  écrire  ainsi  qu'il  suit  le 


potentiel   thermodynamique    interne    d'un    système    formé    par   des 
aimants  permanents  et  immobiles  P  et  par  un  fluide  parfaitement  doux 


(')   Traité  d'Électricité  et  de  Magnétisme,  t.  II,  p.  iSg  el  4o5. 
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aimanté  E  : 

(iG)         F=r   9(p,M,T)pfh-i  r    (Aa  +  B.3  +  CY)^T. 

<^P-i-E  •^P-t-E 


M  =  \JA-  +  B^  -h  C^  est  ici  le  moment  magnétique  de  l'élément  dx. 
Quant  à  «,  p,  y,  ce  sont  les  composantes  suivant  les  trois  axes  du 
champ  magnétique  à  Tintéricur  de  la  masse  aimantée. 

Nous  admettrons  d'ailleurs  que  le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie 
et  des  actions  extérieures  qui  agissent  sur  le  fluide  est  de  la  forme 

1  05^-1-  "ÎJ  =  SI         [Pcos(P,aj)ox+  Pcos(P,j)oj>^-+-  P  cos(P,;)o;Jr/w 
'     j  +jrp[(X,_y,).:x  +  (Y,-y,)oj+(Z.-.y.)o.]./T, 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  forme  (G). 

La  variation  de  1  (fpdi  pourra  se  calculer  par  la  formule  (8)  :  elle 


I  if^.pd-.  ^jTjL  ^ (AoA  +  BSB  +  CSC) dx 
(,8) 


.Xp[(-.es^^s. 


dxj 
^  +  ES  ^)  Sy  +  (^  +  ES  ^  j.o.-J  dz 

Sû+Q  p'  ^["^-^'f^osC/^^x-) +  §xcos («,/)+ o:;  cos(«,=)]  rfw, 

H  et  S  étant  toujours  définis  par  les  égalités  (7). 

Seule,  la  variation  de  '•î'  = /     (Aa  -1-  B^  -f-  C^()d-  ne  peut 

pas  être  obtenue  par  application  des  résultats  qui  précèdent.  Elle  se 
calcule  toutefois  par  une  méthode  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous 
avons  exposée  plus  haut.  C'est  M.  Liénard  qui  en  a  donné  le  premier 
la  valeur  exacte  (').  Contentons-nous  d'indiquer  le  résultat  de   son 

(')  Pressions  à  l'intérieur  des  aimants  et  des  diélectriques  {Lumière  élec- 
trique, t.  LU,  p,  7  ;  1894). 
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calcul  en  renvoyant  à  son  travail  pour  la  marche  à  suivre. 

^'^^   1  +S         [aA  +  !iB  +  YC4-27:M^cos^(M,/0| 

(  X  \oxcos{n,x)  +  oycos(n,y)  -+-  izcos{n,  z')]d(x). 

11.  L'expression  SF  —  §(?«  —  oJ  est  une  somme  d'intégrales  triples 
et  d'intégrales  doubles.  La  considération  des  premières  donne  les 
équations  du  mouvement  à  l'intérieur  du  fluide. 

do 
Tî  -  3  —, 

r  —        ^^ 

ox  c/.r  "' 

Imaginons  que  X^  rfa; -4- Y^  f/y  +  Z^  rf^  —  ES</T  soit  à  tout  ins- 
tant la  difiérentielle  exacte,  par  rapport  à  .x,  y,   ^,  d'une   fonction 

—  Il(a;,y,  i;,  /).  Les  équations  (ai)  prendront  alor?  l;i  forme 

'  <)(ll-HrA) 

-    -A' 


dl- 

<J(H  + 

H) 

^.'' 

<?(H  + 

K) 

qui  conduit  au  théorème  de  Helmhollz. 
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La  fonction  R  existera  en  particulier  toutes  les  fois  que  seront  véri- 
fiées les  conditions  (a')  et  (Z/)  du  n°  7. 

12.  Les  conditions  aux  limites  sont  données  par  la  considération 
des  intégrales  doubles  de  oV  —  Sg^  —  SJ.  En  tenant  compte  de  (20) 
pour  transformer  le  terme  a  A  -1-  pB  -1-  yC,  et  en  posant 

(22)  n  =  p^^  +  Mp|^  +  2:iM=cos=(M,«), 


!P  cos(P,  x)  =  ncos(«,  x), 
Pcos(P,j')=  ncos(/?,^), 
Pcos(P,:;)  =  ncos(«,;). 

On  verra,  comme  au  n°  8,  que  la  pression  sur  un  élément  da  inté- 
rieur au  fluide  est  précisément  II,  que  cette  pression  est  normale  à  d'y, 
mais  qu'elle  dépend  de  son  orientation  ('),  si  bien  que  la  pression  en 
un  point  n'est  pas  définie  et  que  la  restriction  (b)  du  n°  1  n'aurait  ici 
pas  plus  de  sens  que  la  restriction  (a). 

13.  A  la  vérité,  quand  un  fluide  aimanté  est  en  mouvement,  il  se 
produit  dans  sa  masse  soit  des  courants  de  conduction,  soit  des  cou- 
rants de  déplacement.  L'étude  de  ce  mouvement  ressortit  donc  à 
rÉlectrodynamique  et  écbappe  (^L  Duhem  a  insisté  sur  ce  point) 
aux  méthodes  ordinaires  de  la  Thermodynamique  :  les  méthodes  de 
Helmholtz  permettraient  de  l'aborder  dans  toute  sa  complexité.  Le  cas 
que  nous  avons  traité  est  un  cas  idéal  :  celui  d'un  fluide  fictif  qui  ne 
serait  ni  conducteur,  ni  susceptible  de  prendre  la  polarisation  diélec- 
trique. Il  présente  donc  fort  peu  d'intérêt  pour  la  théorie  de  l'Élec- 
tricité. Nous  nous  plaçons  ici  au  point  de  vue  de  l'Energétique,  et  nous 
avons  voulu  simplemcnl  montrer,  par  cet  exemple,  la  possibilité  de 
systèmes  matériels  pour  lesquels  la  forme  (2)  du  terme  W  n'est  plus 

(')  LiÉNARD,  loc.  cit. 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  VII.  —  Fasc.  III,  igoi.  J-J 


o^-A  JOUGUET. 

exacte,  pour  lesquels  la  notion  de  force  inlérieure,  capitale  en  Méca- 
nique classique,  tombe  complètement  en  défaut,  mais  peut  être  effica- 
cement remplacée  par  celle  d'Energie. 


III. 

14.  iXous  avons  donc  donné,  des  restrictions  (a),  {h),  auxquelles 
est  subordonnée  la  démonstration  du  théorème  de  Helmholtz,  un 
nouvel  énoncé  («'),  (b')  qui  a  l'avantage  de  s'appliquer  à  des  cas  où 
l'énoncé  habituel  n'a  pas  de  sens.  Les  conditions  (a),  (b')  présentent 
la  plus  grande  analogie  avec  celles  qu'a  trouvées  M.  Duhem  en  cher- 
chant dans  quels  cas,  pour  les  systèmes  dépendant  d'un  .nombre  fini 
de  variables,  les  équations  du  mouvement  admettaient  une  intégrale 
des  forces  vives  (').  Mieux  peut-être  que  les  développements  qui  pré- 
cèdent, la  démonstration  suivante  du  théorème  de  Helmholtz  met  en 
lumière  les  raisons  de  ce  parallélisme. 

Pour  montrer  que  /  a  dx -h  l'dy-h  w  dz  est  constant,  il  est  néces- 
saire  et  suffisant   de    montrer  que    1  j^-dx -h  jydy -\-j.dz    est   nul 

(^'o^>  PoixcARÉ,  Tliroric  des  tourbillojis,  p.  12).  Considérons,  tout  le 
long  de  C,  un  anneau  fluide,  de  section  infiniment  petite,  que  nous 

Fig.  4. 


partagerons  par  des  sections  normales  à  C  en  éléments  i ,  2,  ...,  n  infi- 
niment petits  dans  leurs  trois  dimensions  et  contenant  tous  la  même 

(')  L'intégrale  des  forces  vives  en  Thermodynamique  {Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  5°  série,  t.  IV,  p.  5  ;  1898). 
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masse  dm.  Un  système  matériel  étant  défini  par  des  variables  nor- 
males, on  sait  que,  dans  un  déplacement  virtuel  quelconque,  isotherme 
ou  non,  la  variation  du  potentiel  thermodynamique  interne,  diminuée 
des  termes  dus  à  la  va/-ia/ion  de  température,  est  égale  au  travail 
des  actions  extérieures  augmenté  du  travail  des  forces  d'inertie.  Ecri- 
vons cette  égalité  pour  Tanneau  C  et  pour  la  modification  par  laquelle 
chaque  élément  vient  prendre  la  place  et  l'état  physicjue  et  chimique 
du  suivant,  i  remplaçant  2,  . . .,  n  remplaçant  i. 

Le  potentiel  thermodynamique  de  l'anneau  est  de  la  forme 

Y9(p,X,  T)f/m -t-'C, 


C  ne  dépendant  pas  de  la  température  des  éléments  1,2,  . . .,  «  et  repre- 
nant la  même  valeur  quand  la  masse  totale  du  fluide  revient  au  même 
état.  Le  premier  membre  de  notre  égalité  sera  donc 


-^jr^^''"'- 


Les  actions  extérieures  comprennent  : 

D'abord  celles  cjui  sont  dues  aux  corps  étrangers  au  fluide.  Leur 
travail  virtuel  est,  par  hypothèse,  de  la  forme 


V 


Puis  les  actions  exercées  sur  l'anneau  par  le  reste  du  fluide. 
Leur  travail  ùr\  est  nul  parce  que  toute  la  masse  revient  au  même 
état. 

Enfin  les  pressions  appliquées  à  la  surface  de  l'anneau.  Leur  travail 
est  nul  parce  que,  le  fluide  étant  sans  viscosité,  elles  sont  normales  a.ux 
éléments  pressés,  c'est-à-dire  au  chemin  parcouru. 
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Nous  devons  donc  écrire 
1  1 

-  ^  (y'x  Sx-  +  yV  oy  -+-  y,  o;  )  dn> . 

On  peut  évidemment,  pour  calculer  chacun  des  termes  de  cette 
équation,  imaginer  non  plus  que  chaque  élément  se  substitue  au  sui- 
vant, mais  que  l'un  d'entre  eux,  i  par  exemple,  fait  le  tour  complet 
de  C.  Il  vient  alors 

-  /"^  dT  =.      f(XJx  -^Yedy  -h  Z,dz  +  L, Ja) 
-J{j^d.c  +j,dy  -^j-jh). 

En  exprimant  que  /  (j^dx  -\-  jydy  -{-  j^dz)  est  nul,  on  retrouve 

les  conditions  suffisantes  (a')  et(è')  des  n°*  7  et  11.  Si  elles  sont  rem- 
plies, on  peut  dire  qu'il  existe  une  intégrale  des  forces  vives  dans  le 
déplacement  virtuel  que  nous  avons  considéré  pour  l'élément  i. 

15.  Cette  démonstration  du  théorème  de  Ilelmlioltz  n'est  que  la 
généralisation  d'une  méthode  indiquée  par  Lagrange  pour  trouver  les 
conditions  d'équiUbre  des  liquides  (').  Elle  présente  deux  inconvé- 
nients. Elle  laisse  dans  une  certaine  obscurité  la  modification  virtuelle 
qu'on  y  fait  subir  à  l'anneau  C  ;  c'est  seulement  en  vertu  d'une  notion 
assez  confuse  de  la  nature  d'un  fluide  qu'on  en  aperçoit  la  possibilité. 
Elle  suppose  de  plus,  sans  explication,  que  la  pression  est  normale  à 
Félément  pressé.  A  ces  points  de  vue,  elle  ne  saurait  donc  remplacer 

C)  Mécanique  analvlique,  i"  Partie,  seclion  N'II,  art.  -. 
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les  développements  des  n°*  1  à  12  :  ceux-ci  nous  ont  montré  que  la 
direction  normale  de  la  pression  résulte  du  fait  que  le  potentiel  ther- 
modynamique opdz  dépend  de  la  disposition  de  la  matière  autour  du 
point  X,  y^  z  par  l'intermédiaire  de  la  densité  seule.  Mais,  par  contre, 
elle  a  l'avantage  d'être  indépendante  de  la  forme  du  terme  ^  du  n"  2  : 
les  hypothèses  que  nous  y  avons  faites  sur  S(^  et  Sy]  (qui  remplacent 
ici  ùW)  découlent,  en  effet,  si  directement  des  principes  de  la  Ther- 
modynamique qu'il  paraît  difficile  de  les  écarter. 

IV. 

16.  Dans  le  mouvement  des  fluides  mélangés,  INI.  Duhem  a  montré 
que  le  théorème  de  Helmholtz  s'applique  à  chaque  fluide  en  particu- 
lier, si  les  actions  extérieures  admettent  un  potentiel  et  si,  à  tout 
instant,  la  température  de  la  masse  est  uniforme  (  '  ).  Sa  démonstration 
suppose  que  lès  divers  éléments  de  la  masse  fluide  n'exercent  aucune 
action  l'un  sur  l'autre.  Il  est  facile  de  s'affranchir  de  cette  restriction. 
Prenons,  par  exemple,  deux  fluides  que  nous  distinguerons  par  les 
indices  i  et  i.  Soient  p  la  densité  du  mélange,  p,,  p,  les  densités  par- 
tielles {^  ^=  ^^-\-  p.,),  À,  et  7-2  deux  paramètres  quelconques,  T  la  tem- 
pérature absolue.  Nous  écrirons  le  potentiel  thermodynamique 

^=   y?(?i,P25^.)>^2,T)p(/- 

+  ^  J  J 'KPm  P2,  >^,,  ^2,  p',,  p2» '^'.r^l,  a?,7,  ^,  x-',7',  ;')pp'(/-rfT'. 
On  supposera  le  travail  virtuel  des  actions  extérieures  de  la  forme 
oe^=       /(X^iOx,  -+-  Yfi  oy,  -h  Z^.oZf  -h  L^,  AX,)pi</t 
-+-  1  (  Xei  ùx.,  -+-  Y  g,  o}\  -hZ^.,o:-.,-\-  L^2  àX.,  )  p.,  ch 
-h  xP[cos(/i,  x)ox  -h  cos(n,y')$y  -+-  cos(«,  -)o:r]  </oj, 
ex,,  8y,,  oz,  se  rapportant  au  fluide  i;  ^x^,  oy.,,  ciz.,  au  fluide  2. 
(')  Équilibre  et  mouvement  des  fluides  mélangés,  p.  loi. 
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A  la  surface,  l'expression 

cos(n,  x)ox  -+-  cos(n,y)cy  -\-  cos(//,  z)i: 

est  la  même  pour  les  deux  lluides  (  '  ). 
Nous  poserons 


H,= 

=  ?  "^  f 

'  à?,  ' 

H,= 

=  o  -+-  f 

I,    = 

.1  Op, 

-p'd-' 

1 

T         r^'^  '^  ' 


Les  équations  du  mouvement  s'obtiendront  par  une  méthode  tout  à 
fait  analogue  à  celle  que  nous  avons  appliquée  plus  haut.  On  arrivera 
ainsi,  pour  le  fluide  i,  aux  formules  suivantes  : 

Jo        ,  -, 


OH, 

\0T  "^  pjdx  "^           O.r 

-y 

Oy 

{oT^pJdy'^          dy 

)_Y      ,    T      <^''-^ 

-y 

OH, 

Oz 

\dT  '^  pJOz  ^         Oz 

>         7        ,    I       (^'i 

-y 

et  à  des  formules  analogues  pour  le  fluide  2.  w,  et  coo  y  désignent  des 
fonctions  qui  vérifient  l'égalité  co,-(-W2=o  et  que  la  Thermodyna- 
mique est  impuissante  à  déterminer. 

(')  DuHEM,  Équilibre  et  mouvement  des  fluides  mélangés,  p.  87. 
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Si  les  actions  extérieures  admettent  un  potentiel  et  si,  à  tout  inslanl, 
la  température  est  uniforme  dans  la  masse,  le  théorème  de  Helmhoitz 
est  vrai.  Il  l'est  encore  si,  à  tout  instant,  -^  +  ^  est  fonction  de  T 
seul.  Il  est  malheureusement  difficile  de  voira  quelle  réalité  physicfue 
correspond  cet  énoncé.  Il  est,  en  particulier,  difficile  de  trouver  ici  le 
cas  qui  correspond  aux  mouvements  adiabatiques  des  fluides  isolés.  Il 
n'y  a  pas  lieu  d'ailleurs  de  s'en  étonner,  la  quantité  de  chaleur  dégagée 
par  un  élément  d'un  fluide  i  mélangé  à  un  autre  fluide  2  n'étant  pas 
une  grandeur  définie. 
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Sur  la   Géométrie  à   n   dimensions  ; 
Par  m.  LOVEÏT. 


Dans  les  spéculations  des  géomètres  sur  la  Géométrie  de  l'espace  à 
n  dimensions  on  peut  distinguer  plusieurs  directions,  qui  cependant 
se  coupent  souvent;  on  signale  les  catégories  suivantes  : 

1°  L'extension  directe  de  la  Géométrie  de  Descartes;  cette  extension 
n'est  qu'une  forme  convenable  de  phraséologie;  à  ce  point  de  vue 
l'espace  à  plusieurs  dimensions  n'est  qu'un  ensemble  analytique  et  sa 
Géométrie  n'est  qu'une  interprétation  géométrique  de  faits  et  for- 
mules analytiques;  sous  cette  forme  l'espace  à  n  dimensions  provint 
des  esprits  de  Grassmann,  Cayley,  Gauss  et  Cauchy,  et  il  est  probaljle 
qu'Euler  etLagrange  furent  familiers  avec  cette  idée; 

2"  La  généralisation  des  notions  et  des  problèmes  de  la  Géométrie 
métrique  ou  projective  de  l'espace  ordinaire;  les  Mémoires  de 
MM.  Jordan,  d'Ovidio  et  Veronese  donnent  des  exemples  de  ce 
groupe  d'investigations; 

3"  La  transformation  des  espaces  ordinaires  visuels  à  deux  ou  trois 
dimensions  en  multiplicités  à  dimensions  plus  hautes  ou  plus  petites  en 
remplaçant  le  point  ou  son  élément  dualistique  par  d'autres  éléments 
d'espace  :  par  exemple  la  G-éométrie  de  droites  de  Pliicker,  la  Géomé- 
trie de  sphères  de  Lie,  la  Géométrie  à  cinq  dimensions  de  toutes  les 
coniques  du  plan  comme  un  auxiliaire  à  la  théorie  de  vis  de  M.  Uall; 
cette  catégorie  des  géomètres  est  peut-être  la  plus  concrète; 

4°  La  théorie  des  correspondances  birationnelles  entre  les  ensembles 
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à  II  dimensions,  ce  qui  a  été  l'objcl  des  rcclierchcs  do  MM.  Ijrill, 
Kantor  et  Nœthcr; 

5°  L'extension  des  mctliodes  de  la  Géométrie  difTérenlicUe  ordi- 
naire aux  espaces  à  plusieurs  dimensions;  cette  classe  contient  les  tra- 
vaux de  Beltrami  et  Chrislolîel,  de  MM.  Bianchi,  Cesàro  et  llicci,  el 
les  contributions  récentes  de  M.  Darboux  et  de  ses  élèves; 

6"  L'interprétation  donnée  à  la  Géométrie  à  n  dimensions  par  la 
théorie  des  groupes  continus;  dans  cette  catégorie  sont  les  Mémoires 
bien  connus  de  Lie,  et  de  MM.  Klein  et  Poincaré; 

7"  La  Géométrie  absolue  d'espace;  ici  on  trouve  la  dissertation 
célèbre  de  Riemann,  les  Mémoires  de  Helmlioltz  et  Lie,  et  le  Traité 
de  ]\L  Veronese; 

8"  La  Gcomélrie  desciiptlve  de  l'espace  à  ])lusieurs  dimensions 
dont  on  trouve  les  éléments  dans  les  travaux  de  MM.  Scblegel,  Segre, 
Stringliam  et  Veronese; 

9°  La  Cinématicpu^  des  espaces  à  n  diiuensions  développée  dans  les 
Mémoires  de  Beltrami,  Clillord  et  M.  Jordan. 

On  se  propose  ici  de  faire  (pielques  applications  de  la  théorie  des 
groupes  continus  linisel  infinis  à  la  Géométrie  de  l'espace  à  un  noiidire 
(pu'lconque  de  dimensions. 


I.  —  Construction  de  la  Géométrie  euclidienne  de  l'espace 
à  //  dimensions. 

M.  Poincaré  a  donné  une  très  belle  application  de  la  méthode  de 
Lie,  en  déterminant  les  Géométries  (piadrali(jues  à  deux  dimensions 
(Bulletin  de  la  Société  inathcinalique  de  France,  t.  XV,  p.  2o3-2 1 5). 

Le  Gliapilre  suivant  l'vpose  la  même  théorie  pour  une  Géométrie 
(pielconque  et  constimt  la  (_i(''oinélrie  euclidienne  à  n  dimensions. 

Nous  allons  faire  les  hypotlièses  suivantes  par  rajiport  à  lespace  : 

i"  Soit  Tespacc  une  multiplicité  de  //  dimensions;  c'est-ii-dire, 
soient  n  choses  indépendantes  nécessaires  et  suflisanles  pour  détermi- 
ner la  position  d'un  élément  de  la  niulti[)licité;  ces  n  choses  indépen- 
dantes sont  nommées  les  coordonnées  de  l'élément  ; 

■2°  Soit  ^/i{/i  -+-  i)  le  uouibii^  de  dcgiés  de  lil)erlé  d'une  ligure  de 
la   multiplicité  dans    la  multiplieilé;   c'est-à-dire,    soient    -,n(/i  +  i) 
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choses  indépendantes  nécessaires  et  suffisantes  pour  fixer  la  position 
d'un  corps  rigide;  ces  7, «(«  +  i)  choses  indépendantes  sont  nommées 
les  paramètres  de  la  figure. 

Il  est  convenable  de  nommer  réiémcnl  nn  point  et  de  désigner  ses 
coordonnées  par  a;,,  x.,,  ...,  j?„.  Considérons  une  figure  quelconque 
qui  contient  ce  point  et  soient  a,,  a,,  ....  ai„|„^,,  les  paramètres  de  la 
ligure.  Soient  xl,  a;',,  . . .,  x\^  les  coordonnées  de  la  position  nouvelle 
du  point  (.r,,  .r^,  ...,.r„)  dans  la  position  nouvelle  de  la  figin-e. 
On  a 


(i) 


x]  =  ?,-(x,,  x'o,  . . .,  a'„,  a,,  «o,  . . .,  a^)         ('=  i ,  '-i,  •  •  -,  "-)! 


L'opération  changeant  (a-,,  x.^,  . . .,  .r„)  en  (H,,  ^.,,  . . .,  Hh)  représente 
un  des  mouvements  d'une  figure  à  n  dimensions;  l'ensemble  de  ces 
opérations  forme  un  groupe  continu  à  ^n{n  -+-  i)  paramètres.  Parmi 
ces  opérations  on  doit  trouver  la  transformation  idcnli(jue;  donc  il 
doit  y  avoir  un  système  de  paramètres  tel  qu'on  ait 

Sans  perdre  de  généralité  on  peut  supposer  que  ce  système  particulier 
de  paramètres  soit  le  suivant  : 

(3)  a,  =  a,  :=  . . .  =  a^^  o. 

Une  transformation  infinitésimale  du  groupe  est  une  transformation 
dont  les  paramètres  ne  diffèrent  que  par  des  quantités  infinitésimales 
des  paramètres  cpii  produisent  la  transformation  identique;  dans  le 
cas  (3)  on  obtient  la  transformation  infinitésimale  en  donnant  des 
valeurs  infinitésimales  aux  paramètres;  c'est-à-dire,  par  une  telle 
transformation  x,,  x.,,  ..,,  x„  sont  changées  en 

(4)  ■^'■-t-2'°'^'^       ('  =  1,2, ...,  «);       v  =  i«(/<  +  i), 
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rcspcclivciiicnl((l;iii.slL'S(.k''iivccsparlicllesil  faut  poser  les  a,,  a^,  ...,  a., 
égales  à  zéro). 
En  éci'ivanl 

(5)  /^'=Jj;        («  =  i,  2,  ...,«). 

le  svinljole  bien  coniui  de  la  Iransforinaliou  iiillniléi^imale  (4)  est 


(^)    ■  1=2:7^/2;'=^. 


ou  en  posant 

(7)  •''=2'^ijï;        (i=  i,-2,...,y), 

1 

une  transforaialion  inllnilésiniale  (juelconqne  s'écrit 

(8)  I=i;'a,J,. 
D'après  un  ihéorènie  fondamental  de  Lie,  on  a 

(9)  (•'/•'y)  =y,^\jx-h  (ij  =  I ,  a,  . . .,  v), 

1 

où 

et  les  A,^^.  sont  des  constantes.  11  y  a  l^[/r(n  -h  i)"—  '2/i(/i  H-  1  )  |  de 
ces  équations  (9),  mais  les  ^ln\/i -h  i)'^  — -i n^(n -h  \)-\  t\nnn- 
lilés  "X/j/t  ne  sont  pas  tout  à  fait  arbitraires,  parce  que  les 

x-^['t^('i  -h  ly  —  0/r(n  +  I)-  +  8//(//  +  I  )] 
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identitcs  de  Jacobi 

(,,)     [J,(J;JO]  +  [JXJ/.JO]-^[JA(Jy-T,)]=o  (/,y,A=i,av..,v) 

ont  lieu. 

Tous  les  systèmes  de  quantités  J,  qui  satisfont  aux  équations  (9) 
et  (i  i)  donnent  des  espaces  dont  les  mouvements  infinitésimaux  indé- 
pendants se  représentent  respectivement  par  les  transformations  infi- 
nitésimales du  système.  Les  fonctions  des  éléments  qui  sont  des 
invariants  sous  ces  transformations  fournissent  les  propriétés  carac- 
téristiques de  la  Géométrie  de  l'espace.  On  se  propose  ici  de  trouver 
ces  caractéristiques  pour  un  système  des  transformations. 

On  vérifie  facilement  que  les  formes  suivantes  des  transformations 
fondamentales  J|,  J^,  ...,  J,^,  savoir 

(12)         p,,P2'  --^P,,,     J-iPj-J-jPi         (i,j=  J,  :>,...,  n) 

satisfont  aux  équations  (9)  et  (11). 

Soient  (x, ,  x.,,  . . .,  x„)  et  (x\  ,x'.,,  . . .,  x'^^)  deux  points  quelconques 
et  (E,,  Ho,  . . .,  H„),  (^î,  i!,,  . . .,  ^^,)  leurs  positions  après  la  transforma- 
tion 

V 

(i3)  I=2'^'J' 

I 

où  les  J,-  ont  les  valeurs  (12). 

Si  la  fonction  cp(a7,,  x^,  . . .,  x„,  x\,  x.,^  . . .,  x',^)  est    une   fonction 

absolument  invariante  sous  cette  opération,  on  a 


C'4)  I 


?  =  ' 


pour  toutes  les  valeurs  des  a,;  donc  pour  la  détermination  de  la  fonc- 
tion o  on  a  le  système  suivant  d'équations  aux  dérivées  partielles  : 

T^  +    1  7-  =  o 
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Ce  systômc  complet  a  {n(n  +1)  équations  et  in  variables.  Il  n'y  a 
pas  de  solution  si  les  équations  sont  indépendantes.  Prenons  les  2//  —  i 
équations  suivantes  du  système  (i5)  : 


(lO)  ^^  +  _^  =  o         (==,,2,. ..,«), 


on  multipliant  les  équations  (16)  respectivement  par 


(A-  =  2,  3,  ...,  «;         A- 7^/,         A-7^y), 
et  les  équations  (!■;)  respectivement  par 

'^'a'\(^*  —  ^\)\  (/<  =  2,3,  ...,«), 

où 

X^.'-"  :=  x'j  —  Xj,  Xy   =  Xi  —  x'^  ,  \'^^'  =  O 

(A-  =  2,  3, ...,/«  ;         A  z;^  /,         A  ^j); 

et  en  ajoutant  on  obtient  les  ^(n  —  i)(«  —  1)  équations  restantes  du 
système (i5),  savoir 

,   „s  do  do    ^      ,   do  ,  do 

^      ■'  '  àxj         J  dxi  '  d-Tj  J  dxj 

Le  système  complet  (iG)  et  (17)  de  -211  —\  équations  avec  in  va- 
riables a  au  moins  une  solution.  On  vérifie  que  cette  solution  est 
unique  en  observant  qu'il  y  a  un  déterminant  du  {in  —  i)''^'"'^  ordre  de 


o 

O 

o 

o 

a 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

^'■2 ^2 

X 

—  X, 

o 

o 

X-',    —    X;, 

o 

x' 

—  X, 

o 
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la  matrice 

o  I  o       o      o      . . . 

o  t)  I        o      o     . . . 

o  o  o  (1         o        .  .  . 

o  —  x'.,      x\       o      o 

o  —  x'.^       o      x\      o 

~  X„  l)  o  o      . . .      x\  —  X,      —  x\^        o       o      o 

({ui  n'est  pas  égal  à  zéro,  savoir  le  clétenninaiU  des  in  —  \  dernières 
colonnes  dont  la  valeur  est  (jc,  —  x\  )"~'. 

Celle  solulion  unique  du  système  (iG)  et  (17)  est  facile  à  trouver. 
En  elTel  les  n  i^quations  (i(5)  demandent  que  9  soil  une  fonction  des 
quantités 

X,  =  X,  —  x\  («  =  I  ,  2,  .  . .,  «). 

En  ces  variables  nouvelles  les  n  —  i  équations  (17)  deviennent 
qui  montrent  que  o  est  une  fonction  de 
donc  la  fonction 


\/i<-. 


(19)  î  =  \/y'(^-,-.i;)" 


est  un  invariant  absolu  sous  la   transformation  la  plus  générale  du 
groupe  (12). 


(21) 
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On  dit  que  la  fonction  o  dcfinil  la  distance  des  deux  points 

Considérons  maintenant  la  multiplicité  linéaire  des  éléments 

(20)  a?,-|- A,.r,  H- a,=  o  (/ =  i,  2,  . . .,  //). 

Les  variations  données  aux  x, ,  x., ,  . . .,  x„  par  les  transformations  (  1  2) 
sont  les  suivantes  : 
Souspy, 

(21)  OXy=i,  0Xi=o,  i^j         (i,j  =  1,2,  ...,  Il); 

Sous  x,pj  —  Xjp,, 

8xi=  —  Xj,       cxj^=  -i-  Xi,       cxi;=o,       A'T^',       ^'7^7 
(/,;,  A  =  i,2,  ..., /i). 

En  formant  les  équations 

(23)  BÇxi'h'kiX,  -h  y-i)  =  Q 

on  trouve  pour  les  variations  des  A,  et  a,  les  valeurs  suivantes  : 
Sousyo,, 

f   oXy  =  o,  oof.j=-'kj,  (/ =  i;y  =  2,3,  ...,rt), 

( 24 )  l  o'kj  =  o,  Sa,  =  —  1 ,  oa^  =  o 

(  (/=  2,3,  ...,«;;■  ^2,  3,  ...,«); 

sous  X,pj  —  ^'yPn 

OA,-  =  —  Ij,  olj  =  li,  ol^  =  0  (/  ^  I  .  y"  :^  I  ), 

OOLj  —  OLj,  OC/.J  =  a,-,  OZ/,-  =  O 

(A  =  2,3,...,,.;A-^/,A-^y); 
oA,-  =  Aj  +  I ,        oA/,  =  A,- A/,. 
(i  =  2,3,  ...,  /^;y'^  i;  A/i;  A  =  2,3,  ..  .,«), 
oa/=aA^  (/=  2,  3,  ...,«). 
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Les  invariants  absolus  de  deux  mulliplicités  linéaires 

(2G)  (X2,X3,  ...,X„,a2,a3,  ...,a«),  (K,^3>  •  • -,  a;,,  a',,  a'^,  ...,<,) 
sont  des  solutions  du  système  des  équations  aux  dérivées  partielles 

[y  =  i,  2,  ...,  V  =  ]^n{ii  +  i)\, 

où  les  variations  Oj  doivent  être  remplacées  successivement  par  les 
valeurs  (24)  et  (25). 

Il  est  commode  d'arranger  les  équations  (27)  de  la  manière  sui- 
vante : 

Les  n  —  1  équations 

^^^^  ^^$  =  °       (i  =  2,3,...,/0; 

l'équation 

les  n  —  2  équations 

/     -^  dtp  -1  ^?  ,  <^?  d'i 

^^°>  ....     ....         ..„  "      ...  (7=3, 4,. .....); 


les  i(«  —  2)(«  —  3)  équations 

(î  =  3,4,  ...,«;y  =  2,3,  ...,/^); 

Journ.  de  Math.  (5°  série),  tome  VII.  —  Fasc.  III,  1901.  35 
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les  n  —  1  équalions 

I,^„         -.do       /-.!•<         ^  do        v  ' -.  -,    ai        -.'-.'  à--s 
(^V+  O^i;  •^(^/  +  ')4  +2'^^'^  Jt  +  ^^5)î 

Des  équations  (2'})  et  (aS)  on  déduit  que  les  variations  de  A,, 
Xo,  ...,  ne  contiennent  pas  les  a,,  y..,,  ...;  csl-il  donc  possible  de 
trouver  des  fonctions  des  À,-  et  A',  qui  soient  invariantes?  Si  de  telles 
fonctions 

^(a„a3,...,x„,a;,a;,...,a;,) 

existent,   elles  doivent  être  des  solutions    du    système    suivant    de 
^n(n  —  1)  équalions  entre  2(«  —  i)  variables  : 
Lesi(«  —  2)(«  —  3)  équations 

A,-  -T.-   —  A,  ^  +  A,  v^  —  A,  -^;    =:  O 

(33)  '      '^•v        ^t^'-  «^'v        ''^^ 

(    (/=3,4,.--,'ï;y  =  2,3, ...,«); 

les  («  —  2)  équations 

^34)     A,-^-^_A^.-^  +  A,---A^^=o         ,y  =  3,1....,«); 

les  n  —  I  équalions 

(35)   )  ^^'^^'^dt-j-^(h-+0^^  +S'(^-^5>:;  +  ^^dXT.)  =  ° 

(  (/:^y;y  =  2,3,...,;0- 

On  vérifie  qu'il  n'y  a  plus  que  2»  —  3  équalions  indépendantes  dans 
ce  système  en  observant  que  les  ^(«  —  2)(«—  3)  déterminants  D 
du  2(rt  —  lyèiuf  ordre  sont  zéro,  où  les  déterminants  Dse  forment  en 


(36) 
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ajoutant  les  lignes  de  la  suite 

O         —  >',;                   O                  O        ...             O                   O                )v3           O  —  )>'„            O 

o        o            —  X„       o     ...        o            o          ).i       o  o         —  ).' 
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00  00 

o     — X„-i  o          o 

o        o  — ),„_,     o 

0         0  00 


o        ),4  ).3  o        . 

successivement  à  la  matrice 
A,  A.,  o 


— /•■„  /.,,-i    o       o 

À»      o     o  —  ),;, 

À;  o  o  o 

À,,  -o  000 


(37) 


)/,     •/'. 


A., 


0 

x; 

0 

K 

—  À'„ 

K- 

K 

0 

r. 

0 

o 


A, 


—  A„  c)  o            o 

>Ç-f-l  A,  A3  A.X,  \,A,, 

A/A,  Ai;+[  X.,A,,  A.,  A., 

A/A„  A.,A„  A,A„  A.a„ 


—  A, 
-X', 


Aj  —   A.^  o  o  o 

A.  A,,     A^+I       A^A',         A^À'^       a',a'^ 

'>^J^„      a',  a',     A'f+f     X'a'.     a',a'„ 


A;+l        A', A'        a:,/'         X',  a' 


Considérons  donc  maintenant   le  système  comj)Osé  des  (2/? 3) 

équations  (34)  et  (35)  entre   les   2{/i  -  i)  variables  X.,,  X.,,  .       X 

Les  équations  (34)  demandent  que  '^  soit  une  fonction  de 

(38;       H^i;./.;,     ^^i;.x, ,     x^\^.- 

Les  équations  (35)  deviennent.dans  les  vaiiables  l,  -q,  "( 
(39)     2X,?,|^+2X'^,^+(X,+.XV)::,^  =  o     (y  =  2,  3,...,, A) 


A, 
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OÙ 

(4o)  ?,  =  ^  +  i,  •/],  =  •/]+!,  C,  =  "C-fr. 

De  ces  équations  on  déduit 

(4i)  ^  +  -^-2-^  =  0, 

c'est-à-dire  que  •]/  est  une  fonction  de 

(.|2)  'C'\^^,ri,, 

où  la  quantité 

(43)  cos'O 


S'^^^'        II'^' 


est  un  invariant  altsolu  sous  la  transformation  la  plus  générale  du 
groupe  (12). 

On  dit  que  l'angle  0  est  l'angle  entre  les  deux  multiplicités  linéaires. 

Il  est  facile  de  vérifier  sur  la  matrice  (Sy)  que  la  solution  (43)  est 
la  solution  unique  du  système  (34)  et  (35). 

S'il  s'agit  de  fonctions  invariantes  des  a  et  des  X,  on  les  trouvera 
par  l'intégration  du  système  composé  des  équations  (28),  (29),  (3o), 
(3i)  et  (32).  En  effet,  les  équations  (28)  disent  que  9  est  fonction  de 

p,-^  a, —  ai  (i  =  2,3,  . . .,  n). 

En  écrivant  l'équation  (29)  dans  les  variables  p,  on  a 

2'  "J  dij^""'         "'  —  ^^  ~  '^'J         (7  =  2,3,...,  «), 
ce    qui    demande    que   9    soit    fonction    d'un    système    quelcon(|uc 
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des  {Il  —  1)  systèmes  de  {n.  —  2)  déterminants 

?2°'y-p>'^2^''p<^)2;)       p3«^7-?y<^3^(p^)3/»       •••)      pn^y  — Py<^«^(p«^)«y 

O'  =  2,3,..../0. 

Les  r,{n  —  1)  («  —  2)  équations  (3o)  et  (3i)  deviennent  les(/«  —  i) 
suivantes 

<^P^)^'  d^.)7j  ~  ^?^)"^- ?(^  =  "        ^''•/'  -■-  2,  3, . . . ,  «) ; 
ces  équations  demandent  que  9  soit  fonction  de 

P-^i-[(p-)..f; 

d'ailleurs  les  équations  (3o)  et  (3i)  dans  les  variables  originales  nous 
disent  que  les  X  et  A'  entrent  dans  la  fonction  cp  par  des  déterminants 

\,     X,      ...     \      I 

X.   A'.,    ...    a;,    I 

et  en  effet  seulement  au  moyen  des  formes 


Q  = 


1,    X3 

a'.,    a'.. 


et 


R^2.(A,-\)y-- 


aussi  les  équations  (32)  demandent  que  Q  et  R  entrent  par  la  combi- 
naison 

^■2     ^3      •  •  •      ''^,1      I 

>^'.      A',      . .  .      À'       I 


Q  +  R  = 


Enfin  les  équations  (32)  prennent  les  formes 
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c'est-à-dire  que  la  solution  o  cherchée  est  une  fonction  arbitraire  de 


P|T; 

ainsi  les  («  — 

i)  formes  suivantes 

\-  — 

2 

•^J= 

),,          1,         ...          1„         I        -2 

).;   à;    . . .    >,;,    . 

(7  =  2,  3,  ...,  n) 


sont  des  fonctions  invariantes  des  paramètres  des  deux  multiplicités 
linéaires  sous  la  transformation  la  plus  générale  du  groupe  (12). 

Quand  les  deux  multiplicités  linéaires  se  coupent,  toutes  les 
formes  A^  sont  égales  à  zéro;  réciproquement,  si  une  \j  quelconque 
est  égale  à  zéro,  toutes  les  autres  sont  égales  à  zéro  et  les  multiplicités 
ont  un  point  commun. 

Il  est  clair  a  fortiori  qu'on  a  Tin  variant 


A^E 


L'analogie  entre  les  formes  A  et  A^  et  l'expression  pour  la  distance 
de  deux  droites  de  l'espace  ordinaire  est  évidente. 

On  remarque  que  les  notions  fondamentales  de  distance  et  de 
direction  de  l'espace  à  n  dimensions  sont  introduites  au  moyen  des 
invariants  (19)  et  (43),  la  notion  de  distance  par  rapport  à  deux 
éléments  de  l'espace,  et  la  notion  de  direction  par  rapport  à  deux 
multiplicités  les  plus  simples  composées  d'un  nombre  une  fois  infini  de 
ces  éléments.  Donc  on  peut  dériver  toutes  les  notions  secondaires  de 
la  Géométrie  de  l'espace  à  n  dimensions  par  des  extensions  succes- 
sives de  ces  notions  primaires  de  l'espace  ordinaire,  et  ces  extensions 
sont  aussi  simples  que  les  extensions  du  plan  à  l'espace  ordinaire. 


).->', 

À3-); 

>■«->-'„  - 

a,  —  -x. 

«3  —  a; 

a„  —  "'„ 

\, 

).3          ... 

'vj 

1      - 

>-2 

x;   ... 

X'„ 

1 
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II.  —  Sur  la  Géométrie  des  quadriques  de  l'espace  à  /;    dimensions. 
Considérons  encore  le  groupe  des  mouvements  euclidiens 

(44)  P, ,     Pi,      ■■■,     p„>     -riPj  -  Cjpi  (ij  =1,2,...,  n). 

Nous  avons  vu  que  la  théorie  de  ce  groupe  peut  donner  les  notions 
de  la  Géométrie  euclidienne  de  l'espace  à  n  dimensions.  Pour  mon- 
trer que  cette  théorie  peut  aussi  donner  les  éléments  de  cette  Géomé- 
trie, considérons  la  quadrique 

(45)  S  =212  "u^r^J  +22  «y.«  +  i  ^J  +  ««+!.«  +  <  =  O  (C'ij  =  «,/), 

I  ;  =  1 

et  cherchons  les  invariants  de  la  quadrique  S  sous  toutes  les  transfor- 
mations infinitésimales  du  groupe  (4-4 )• 

On  observe  que  S  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  para- 
mètres a,„„;  donc  les  fonctions  invariantes  cherchées  sont  des  fonc- 
tions homogènes  de  degré  zéro  et  par  le  théorème  d'Euler  on  a 

D'ailleurs  de  la  définition  d'une  fonction  invariante  absolue  on  déduit 

Si  l'on  connaît  les  variations  Sa,y,  les  fonctions  invariantes  se 
déterminent  par  l'intégration  du  système  des  équations  aux  dérivées 
partielles  (47);  donc  il  faut  chercher  les  valeurs  données  aux  varia- 
tions oa-ij  par  les  transformations  (44)-  Pour  obtenir  ces  formes  on 
se  rappelle  que  les  variables  x,,  x^,  ...,  x„  prennent  les  accroisse- 
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ments  suivants  : 

IOa^a=i,  0/tJ?y=(),  (7,  A  =  I,  2,  .  ..,//;y^  A); 

.     (y,A-,/=  1,2,  ...,«:y^  A-,y^O; 

où  0;i  est  un  symbole  pour  la  variation  donnée  par  la  transformation /)^ 
et  â;t;  est  la  variation  donnée  par  la  transformation  X/^p,  —  X/p^. 

En  substituant  les  variations  (48)  dans  la  variation  totale  de  S,  on 
obtient  : 

(50)  I 

S'il  s'agit  du  groupe  de  similitude  il  faut  ajouter  la  transformation 

(51)  ^'XiPi,  rj^Xi=Xi  (/=  r,  2,  ....  «), 

et  l'équation 

i  c,,^=^^,{2a,j+o,aij)xiXj 
(52) 

I  -+-  2^'(«y"-'  +  5.«;.«+i)*V-*-  °^^'>^<.n+i  =  o- 

En  comparant  les  équations  (49),  (5o)  et  (52)  avec  l'équation  (45  ) 
on  trouve  les  équations  suivantes  pour  la  détermination  des  varia- 
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lions  ^k<^iji  '^kt'^ij  6t  o^ttij  : 

0/,.<7|,    W.'T|-2    W.<T|v    ^l.f^il    ''Jl.'^n    

«11  «12  "       '  «IK  '^SS  «23 

S^a,,,,  3/«..„.i;  -^-«/:l  ^/,'T-j.>i+i+  «/.-i  

(53)  {  '"«''  «i,H+i  «2,«+i 

84.fl„_„^_,  +  fT/,,,    S/,<7„_n,„-nH-  2«^-.n  +  l    __ 

«n,n+l  ^nH-l,n+l 

(A- =  I,  2,  ...,n); 
aussi  toutes  les  quantités  suivantes 

^^      (  «,y  =  1 , 2, . . . ,  «,y  ^  A-,y  :^  /,  y  =^  />/)  ; 

"/y 

8/,,a,-,„  +  ,  5/.-/«/7 —  «i7.-  °/,7«i7.-+  «i7 

«,-,«  +  1  «i7  «<A- 

(54)  /    (i=  j,2,  ...,n,i^k,i^  l); 

^<7«/c/.  +  ^«//  ^l./C/l—  '2"/.r  W./«;)+l.n  +  l 

«Ai  «/;  «;H-1,«+1 

Si/«*/+  «//— «AA-  8^7  fiT /..„  +  ,—  a/, „H_,  8/,/«,,„+,—  ^x-,n-n 


l  «/.-/  «A,«+l  «/,«  +  l 

sont  égales  à 

(55)  pay         (A-, /=  1,2, ...,«); 

et  toutes  les  quantités  suivantes 

,^,,.         0  5f7,yH-  2(7,7  5s«/./7-i-l  -*-  «/.n  +  l  3s««-H.«  +  l  /•      ■  \ 

(^^)  ^"V — ^'  "^ — ^'  "« — r     (''7  = ''2' •••'"), 

«;7  "■j,n+\  "n+i,K+I 

sont  égales  à  a-. 

Donc  on  a  les  valeurs  suivantes  des  variations  cherchées  : 

/^   s   \^kaij=aijpk,     0/,ai^„^,  =  ai„^,p^  —  a,,i,l 

(07)  ^  /     (i,j,k=i,2,....n); 

Journ.  de  Math,  {à'  série),  tome  VII.  —   Fasc.  III,  1901.  JO 


:2-j6  LOVETT. 

^■•klttik  =  «M  f  A7  —  dih  '^uO'ii  =  au? kl  -+■  «lA 

(08)      i       ^  j, 

Oa/  «AA  =  «AA-  Pa/  —  2  «AV,  Oft^  «A/  =  «A7  Pw  +  «AA  —  ««» 

Oa/<2«  =  f'rtpA/+   -^A/î  '^kl'^k.n-i-i  '—  (^k.in-l  pki —  ^/.n+i? 

Oki^^i.ti-hi=^l.'i+tPk/-^(^k.n-i-ii  ÛA7a„+i,„-H,=  «„+,.„+,  p^/ ; 

/  o,a,-^  =  «,-ycr  -  2aij,  \ 

{bg)  Osaj,,^,  =  aj,„^,a--aj,„^,,   .         (/,y  =  1 ,  2,  . . ., //.)■ 

En  mettant  les  valeurs  (57)  dans  l'équation  (47)  on  a 
((io)  (        '  ' 

J  ,  .     ^I 

I  +  (  Oft+1 ,«+!  pA  —   -O'k.ii+l)  T_  —  O  1 

\  ""n+l.n-i-l 

ce  qui  donne,  en  vertu  de  Téquation  (46), 

1 

de  la  même  manière  on  tire  des  équations  (47))  (^8)  et  (.59)  : 

y^  /         dl  àl  \  /   dl  dl  \ 

I 
(^2)        {  ^I  ^^  ^r,  '^'^  -n 

+  («AA  -  an) ^  -  «^«.,  ^^.—  +  «A,«..  ^j^,;;;;;;  -  o 

(03)       iS-oiî;  +i<''".t  -  "■■-  sS^)  =  "• 
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Les  équations  (Gi),  (62)  cl  (46)  forment  un  système  de  .',  (  «-  + 11  -F-  2) 
équations  avec  J(«  +  i)  (/«-+- 2)  variables;  donc  le  système  a  au 
moins  n  solutions  indépendantes.  On  vérifie  que  le  nombre  des  solu- 
tions indépendantes  est  exactement  égal  kn  en  construisant  la  matrice 
de  tous  les  coefficients  et  en  observant  que,  parmi  tous  les  détermi- 
nants du  {{'t'  -^  Il  +  2)"""^  ordre  de  la  matrice,  on  trouve  un  déter- 
minant au  moins  qui  n'est  pas  égal  à  zéro,  parce  que  le  terme  «„+,.„-,-, 
parait  une  fois  seulement  et  un  de  ses  coefficients  n'est  pas  égal 
à  zéro. 

En  elTectuant  l'intégration  du  système  on  trouve  que  les  formes 
suivantes 

sh|  a,  I,  «22)  •  •  •)  (t'iui  \i         D  s^  I  a,  I,  a^jj,  . .  -,  «„„,  ««+-!,« n  | , 

(^4)     j  "^*— 2,  ,      ,J«',/,>«--.' ■•  •'«,.,<, I 

1  ^    I.  -.    . 

\  (  />■  ^  1 ,  2 ,  . . . ,  /?  —  I  ) 

sont  ri  -1-  i  solutions  indépendantes  des  équations  (61)  et  (62);  pour 
satisfaire  à  l'équation  (46)  il  faut  et  il  suffit  de  prendre  les  ii  formes 
indépendantes  suivantes  : 


(65)      1,  =  ^^^,      L=— -y-,       ...,      I,^_,=  ^^^__,      I,, 


D" 

A'-'-*-' 


En  notant  que  ces  invariants  sont  des  invariants  absolus,  on  trouve 
l'interprétation  géométrique  suivante  des  formes.  Prenons  la  qua- 
driquc 

(*36)  ^.  jc,'  |k-  —1  =  0; 


on  a 


(67) 


1 
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suivanL  (jue  //  osl  pair  ou  impair;  c'est-à-dire  que  les  carrés  des  demi- 
axes  de  la  quadrique  sont  des  racines  de  réquation 

(68)  œ"  -h  l,x"^'  -+-  l.,x"~'-  -h  . . .  -\-  ln-,x  -f-  I„  =  o; 

où  les  carrés  des  demi-axes  de  la  quadrique  (45)  sont  donnés  par  la 
résolution  de  l'équation  du  n'""^  dej;,Té  : 

n— 1 

(69)  i;;,,  ^^•VMn^,x'-h  ]„x"  =  o. 

1 

Une  discussion  des  racines  de  cette  équation  aurait  pour  consé- 
quence une  classification  des  quadriqucs. 

Pour  construire  les  invariants  de  la  quadrique  S  sous  le  groupe  de 
similitude  il  faut  et  il  suffit  d'introduire  les  quantités  (67)  dans 
l'équation  (63)  comme  des  variables  nouvelles,  ce  qui  donne  les 
n  —  I  intégrales 

(70)  -'^        (1  =  1,1,  ...,n-j). 

On  vérifie  facilement  que  ces  expressions  déterminent  les  l'apports 
des  axes  de  la  quadrique. 

Les  invariants  (65)  constituent  les  critcria  de  la  congruencc  des 
quadriques  et  les  invariants  (70)  contiennent  la  théorie  de  la  simili- 
tude pour  quadriques. 

On  se  permet  de  remarquer  que  les  axes  de  la  quadrique  (45)  sont 
n  solutions  indépendantes  des  équations  (46),  (61),  (62),  et  que  les 
rapports  des  axes  sont  n  —  i  solutions  indépendantes  du  système 
composé  des  équations  (4Q))  (61),  (62),  (63). 

Les  discussions  qui  précèdent  s'occupent  d'applications  des  groupes 
de  mouvements  et  de  similitude;  tous  les  deux  groupes  sont  projectifs; 
de  la  môme  façon  la  théorie  du  groupe  projeclif  général  donne  la 
Géométrie  projective  de  l'espace  à  n  dimensions  et  en  particulier  la 
théorie  des  invariants  projectifs  de  quadriques  et  de  systèmes  de  qua- 
dricjues.  On  peut  généraliser  l'étude  de  plusieurs  manières  dont  on 


SUR    L\    GÉOMÉTRIE    A    II    DIMENSIONS.  2-q 

signale  les  deux  suivantes  :  i°  en  considérant  les  groupes  de  transfor- 
mations ponctuelles  plus  générales;  2°  en  introduisant  lés  transforma- 
tions de  contact,  et  étudiant  en  particulier  les  généralisations  de  la 
transformation  ponctuelle  projective. 

Considérons  ce  cas  particulier.  On  rappelle  les  propriétés  suivantes 
du  groupe  projectif  général  : 

1"  Les  formes  finies  de  ses  transformations  sont 

("0  x'i  =  ~ (î  =  1,2,  ...,«); 

1 

et  ses  transformations  inlinilésiinales  sont 

^"^)     ^'=^'         ■'■'/'^'         '^'2'^y/^y         (^y  =  J,  2,  ...,/*); 

2"  Toutes  les  transformations  du  gi'oupe  changent  les  lignes  droites 
en  lignes  droites; 

3°  La  famille  de  tous  les  plans  de  l'espace  est  invariante  sous  toutes 
les  transformations  du  groupe. 

Proposons-nous  de  trouver  les  transformations  de  contact  qui  [)os- 
sèdent  l'une  ou  l'autre  de  ces  propriétés. 

1°  Existe-t-il  des  transformations  de  contact  de  la  forme 


^,  a^jXj  +  y^,  bijpj  -A-  Ci 


2'='yJ"y+2'Py7V- 


(f  =    I,   2,    ...,   Il), 


-[ 


(7^) 


Pj-~^. n (y  =  2,  .:>,...,«); 
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c'est-à-dire,  existc-t-il  des  transformations  de  celte  forme  qui  laissent 
invariante  l'équation  de  Pfall' 

(-4)  dxt  —  \^,p,dxi=  G? 

On  peut  résoudre  cette  question  en  déterminant  les  transforma- 
tions ponctuelles  projectives  de  l'espace  à  1/1  —  i  dimensions 

(jui  laissent  invariante  l'équation  de  Pfafl' 

(75)  P^dx, —  2^  ■  ■r„_n_, ,  dxj  -—  o . 

Il  est  plus  commode  d'opérer  avec  les  transformations  infinitési- 
males. La  transformation  infinitésimale  la  plus  générale  du  groupe 
projectif_de  l'espace  ponctuel  à  2//  —  1  dimensions  est 

■2/I-I  S/j  — 1  S/J  — 1  in  —  l 


et  les  quantités  £,-,  £,y,  e^  sont  des  constantes  arbitraires. 

Les  variations   des  coordonnées   ponctuelles   sous   la   transforma- 
tion (76) sont 

2  n  —  1  2  n  —  1 

(78)        Ix^^t^^^ti^Xi-^X^t^Xi  (A  =  i,  2,  ...,2rt  -l)'. 

1  1 

La  condition  définissante  est 

5P  =  pP  =  o, 
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(  79)  dcix,  —  V .  a;„^.,-_,  d  o*v  —  y^.  o.r„^.,■_|  dxi^^  p P  ; 

2  2 

ce  qui  devient,  en  vertu  des  équations  (78), 

/  "  \ 

(  ^*^)  2'  ^idjc,  4-  V>  }Aidxi^^  p  I  f/x,  —  ^  x,i^  /_ I  (ix-,  ]  j 

1  «+i  \  2  / 

2  n  —  1  ;i  n 

2  2  2 

2«  — 1 

I 

n  2«  — 1 

(S  '  )  (  — 2'^«+,-,  (ïA/  +  h-Xi)  -    2  £„+A_,  ^.  /;.  Xi 

2  I 

(/i  =  2,3,  ...,«); 

M^^=£^,  +  s'^a;,  —  2 '■£/,-. r„+,-_,  —  ^^  ï'/X,jc„„_, 
2  2 

(/  =  «  +  I,  /i  -4-  2,  .  .  .,  2«  —  l). 

Donc 

(82)  L,  =  p,      L,  =  — x„+,p,      L3  =  -j;„^,p,      ...,      L„=-j;3„^,p, 
et  . 

(83)  NU.  =  IVU,  =  ..,^M,„.,  =  o. 
Des  équations  (83)  on  déduit 

in=  o  (i  =  i,-2,  ...,  «;  k  =  n-h  i,n-h  2,  ...,2/1—  i), 


(84) 


2n-i  —  "1 


donc  la  transformation  ponctuelle  projective  (76)  de  l'espace  à  2«  —  i 
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dimensions  (x,,x.^,X3,  . .  .,.v„-,  x„^t,x„^.,,  .  .  .,x.,„_,),  qui  laisse  inva- 
riante l'équation  de  Pfan'(';5),  est  aussi  une  transformation  ponc- 
tuelle projcclive  de  l'espace  à  n  dimensions  (x, ,x.,,...,x„). 

1°  Les  transformations  de  contact  de  l'espace  à  n  dimensions  qui 
transforment  les  lignes  droites  en  lignes  droites  sont  bien  connues. 
Elles  consistent  en  des  transformations  dualistiques  et  projectives. 

3"  On  trouve  que  les  transformations  de  contact  les  plus  générales 
de  l'espace  à  n  -t-  i  dimensions  qui  transforment  les  plans  en  des  plans 
sont  définies  par  les  équations 

^/,r;(tp,  +  ,,  0,  +  2,    .    .    .  ,  0„,  tpo,  3,,    .   .   .  ,  '■?,_l)y+, 


0 

(85)     \  (x,  =  i,i=i,i,...,n), 

où  les  fonctions  o,  sont  arbitraires  et  les  expressions 

sont  les  mineurs  de  nij  dans  le  déterminant 

I  à^i        Opi  L>p„-i  I 

Ces  transformations  sont  équivalentes  aux  produits 

DPD 

où  D  est  la  transformation  dualistique  et  P  est  une  transformation 
ponctuelle  arbitraire. 
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Donc  la  Géomoiricde  cette  catégorie  de  transformations  de  contact 
se  dikluit  de  l'élude  de  la  Géométrie  du  groupe  inlini  des  transforma- 
tions ponctuelles  de  l'espace  à  «  +  i  dimensions. 

III-  —  Sur  la   Géométrie   différentielle   de   l'espace   à   n   dimensions. 

Dans  un  Mémoire  Sur  les  quantités  fondamentales  dr  la  lliéuric 
générale  des  surfaces  {Rozprawy  de  l'Académie  des  Sciences  rie 
Cracovie,  série  II,  t.  ^'III;  Jahrbuc/i.  ilher  die  Forlsrlirittc  dcr 
Mathematik,  p.  (J97;  1895),  M.  Zorawski  considère  le  groupe  de 
mouvements  euclidiens  de  l'espace  x,y,  z\  construit  les  extensions 
de  ces  transformations  par  rapport  à  toutes  les  dérivées  de  x,y,  z  par 
rapport  à  deux  variables  indépendantes  u,  r;  détermine  les  invariants 
différentiels  du  groupe  prolongé;  et  établit  les  théorèmes  suivants  de- 
là théorie  des  surfaces  :  1°  tous  les  invariants  différentiels  sont  des 
fonctions  des  quantités  fondamentales  E,  F,  G,  L,  M,  N  du  premier 
et  du  second  ordre  et  de  leurs  dérivées;  2"  entre  E,  F,  G,  L,  M,  N  et 
leurs  dérivées  existent  trois  relations  différentes;  3"  //  n'y  a  pas  de^ 
relation  entre  E,  F,  G  et  leurs  dérivées. 

Nous  avons  déterminé  l'invariant 


sous  le  groupe 

(«7)         p,,p„...,p,„       Xipj-Xjp.  (/,/=.  I,  2.  ....„). 

Ou  appelle  la  forme  dilTércntielle  correspondante 

Vêlement  linéaire  de  l'espace. 
Les  équations 

(89)  Xi=.v,(u,,u.,,...,u„_,)  (/=i,2 n), 

Journ.  de   Math.  (  j»  série'),  tome  \  II.  —  Tasc.  III,  1901.  37 
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où  les  //    -  1  (|uanlilc''s  //,,  it.,  ....  //„..,  soiil  des  iiaïaiiK-tn-s  iii(lé|)('ii- 

(laiils.  (léliiiissoiit  une  siiil'acc  de  respaco.  On  a 

(90)  ds-  =  V •  ^'  *-'y  '''"' '^"j        ('"^'y  =  J V')' 


^''  /  'J       ^   Oui    aiij 

Ces  quanlilés  K,,  jout'iit  un  rôle  eapilal  tians  la  lliéorie  des  inva- 
riants difTérentiels  du  groupe  de  mouvements,  cl  en  ceci  on  trouve  le 
sccrel  du  succès  de  ces  coordonnées  gaussiennes  généralisées. 

Kn  comptant  les  variations  de  toutes  les  dérivées  partielles  de 
toutes  les  coordonnées  par  rapport  aux  arguments  «,,  «^,  ...,  m„_,, 
sous  riiypothèse  que  ces  arguments  ne  changent  pas  sous  les  transfor- 
mations, on  a  le  système  suivant  d'équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  |)()ur  la  détermination  des  invariants  difTérentiels  du 
//i""'"  orilre  : 


où 

OL,  [i  =  \ ,  2,  3,  . . . .  n  —  \ ,  1/  : 

S  ^  V„  >;,..  2„  . . .       V,„.„        (/,  +  ,;. ^  . . .  +  ,; ^  >  o). 

0  0  U  0 

Les  écpialious  (92)  montrent  que  les  invariants  dillërentiels  sont 
indépendants  des  variables  ar,,  j:.,,  ...,  x„\  donc  on  considère  seule- 
ment les  équations  (93). 

Si  m  :=  I,  on  ar,nÇ/i  —  r)  équations  et  /i(/i  —  i)  variables  dans  le 
système  (93).  Les  équations  sont  indépendantes  et  Ton  trouve  sans 
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difficulté  les  ~n{n  —  i)  solutions  indépendantes 


28-. 


(1)0 


(/, y,  =  1 , 2, . . .,  //  —  1  ). 


En  posant  m  ~  2,  on  a  un  système  de  .'/^(//  —  i)  équations  iiidé'- 
pendantes o\-.(n.  --  i)/i.(n  -+-  2)  variables,  ce  que  l'on  vérifie  facilcini'iil 
en  notant  que  n  i'onctions  de  //  —  i  variables  indépendantes  ont 


(9-^) 


( /(  —  i)n-{n  -j-  1)  {n  -j-  2).  .  .{n  +  7)1  —  3)  {n  -h  m  —  2) 
1 .2.3  .  .  .m 


dérivées  partielles  du  /;^"'""'  ordre;  donc  on  doit  trouver  :!//('//'■    -  i) 
solutions  indépendantes  du  système  (93)pourw/  =  2. 

Kn  effet  on  a  les  ~/t(n  —  i)sohuions  (94)  et  .',//(//  —  1  )-  sobilious 
de  la  forme 


(<f>') 


'ij„i 


(',J,  A=i,  a,  ...,  n  -  1). 


Considérons  la  matrice 


(97)  -  ^-^  "'' 

et  soient 

(  ()H)  i>i ,,     /Il j,      . . .,      //'„ 

les   déterminants  formés  en  supprimant  cliaquc  colonne  successivi 
ment;  soient  encore 


(99) 


X,  A  =  nii         ( /  =  1 ,  2,  . . . ,  //  \ 


(100) 


A-  = 


E,,  E„ 

E.,         E,, 


E„-,.,     E„_,,,     ...     E„_,,„., 
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enlîn  les  ^//(/i  —  ])  quanlilos 


(loi)  F„p=V.X,- 


d'^i 


sont  des  solutions  du  système 
(102;)     ■  Pa;^/=o 

(  )u  voit  (jue  les  invariants 


(a,  ^  =  1,2,  ...,n  —  1), 


(io3) 


'y,/,' 


'a{i 


sont  iniii''[ien(lants  en  employant  un  artilice  utilisé  par  M.  ZorawsKi 
(loc.  cil.)  dans  le  cas  des  quanlilés  fondamentales  de  Gaussde  Tespace 
ordinaire.  On  peut  arianger  ces  r,fr(/>  —  i)  fonctions  de  r,n''(n  —  i) 
variables  en  un  tel  ordre  que  le  déteruiinaul  de  leurs  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  devient 


D= 


X,  X, 


X,  X, 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

X,         \. 
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Mais  on  a 

(loi)     D  —  [.r,_^ ,  a-j   .,  .  . .,  x„_,  _     ,  X„  j^"'"""  ^  multiple  de  A; 

donc 

D^o; 

c'esl-à-dire  ton  les  les  dérivées  Xj  sont  égales  à  zéro,  ce  qui  est  im- 
possible. 

Pour  ?)i  =  3,  on  a  un  système  de  ^1(11  —  1)  écjuations  et 

^■'i(/i  —  i)(/r  +  4/i  -1-  6) 

variables;  donc  il  y  a  '^n(/i  -  1)  (/t  -+-  i)(n  -+-  3)  solutions  indépen- 
dantes. On  a  les  4"("  "  '^  solutions  (94)  et  les  ',n-(n  —  i)  solu- 
tions (96)  et  (loi),  un  ensemble  de^(//  —  i)n(n-h  i)  solutions.  Il 
est  aisé  de  montrer  que  les';N(/t  —  i)-(ri  +  ■>)  expressions  suivantes 

(  '  *^^  )  ^'V„.  „,'      I^^y„,„  {i,J,h-J.,r>f  =,,2,...,,i~i) 

sont  des  solutions  du  système 

En  notant  que 

('«7)      E/,„,„^  =  •*"<,„^i„,„.,„  +  -  •  •'         F,.;„,  =  ^1  ■^'„,„.„^  +•  •  •' 

on  peut  trouver  parmi  les  ^n(n  —  i)-(«  +  2)  solutions  (loj)  un  sys- 
tème de  ^n-[n-—  i)  solutions  qui  sont  indépendantes,  parce  que  le 
déterminant  des  coefficients  des  dérivées  partielles  x,  dans  ces 

^n-{n-  —  i)  formes  est  un  multiple  du  déterminant  A. 

Ainsi,  on  doit  avoir  ^/«(«  —  i)(«  —  2)(rt  -1-  3)  relations  qui  con- 
tiennent '^n(/i  —  I  )(n  —  2)  des  quantités  F,,^  et  7^/^//  —  ')'("  —  2) 
des  formes  E,,- 
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Dans  le  cas  de  Fespace  ordinaire,  ces  relations  sont  d'autres  formes, 
données  par  M.  Zorawski  {loc.  cit.),  des  trois  équations  diiïéren- 
tiellcs  bien  connues  entre  les  si\  (luanlili's  fondanienlales  F.  F,  (1. 
L,  M,  X  de  Cîauss 

()i-  /Il  (    2    I  âll  (    I    \  (    2    I  ' 

,011  (    I    )  (  2    \  dv  I    l    \  11] 

Si  //  =  /|,  nous  avons  les  solutions  indépendantes  suivantes  : 

11,1      II, j      \l._,.j     II,:,     'Ij:!     12,,     12^2     la^.^     l3,,     I.lj, 
,    ^^  1    l3,,      l3,,     21,,     22,,     22, o     22,,     22,,     22,,     22,,     23,, 

^"^^       '  23,,  32,,   32,,  32,,  32„  33,.  33,,  33„  333,   33„ 


II,      II,     II,     12,     12,     12.,     22,     23,    33,     33, 

et  les  équations  suivantes  pour  les  dérivées  restantes  : 

2(l2|,)  — 1122—22, 1=9,,  2(23,^)— 22,,— 33,2=92,  2  (  3  I  3,  )  —  33, ,  —  1  I  33=  9,, 

I  12,3— l3,,T:r  Oj,  '2,3- 1 3.,  ==9;,  1233— l3j3=»s, 

1  '  '-2—  121  =  ?!•  '  I3—  3l,=:  J/,.  122—  22,^'i/3,  123—  23,=  'Aj, 

123^3)2=  4'5>  22, —  23, -^'ig,  23,-  33,^=  'J>-,  33,  —  3l3='J;g, 

où 

("  ■  )  y*/^  ^'J..,..r         '>'*  =  I^^v,,/ 

et  les  fonctions  o,  et  'i/,  sont  fonctions  des  invariants  du  premier  et  du 
second  ordre.  On  peut  déterminer  facilement  les  formes  explicites  de 
ces  équations;  elles  sont  les  généralisations  des  équations  (108)  de 
Gauss,  Mainardi  et  Codazzi  entre  les  quantités  i>aussienncs  K,  F,  (1, 
L,  M,  N. 

Pour  //=='),   il  faut  ajoiitei-   aux  é(piiilii>iis  précédentes  (110)   les 
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éqiialions  suivantes  : 

12  (  1  'lu)  -  I  I44  —  4411  =  ?7,  2  (2.',,i)  —  23.  j  —  4422=98,  2  (34:,,.)  —  33,.  —  44,3=  (B„, 

12,.,—  1^,2=  9, „,  I221--   l4.,2=tBn.  l3|4—  l4l3=?l2.  l3.,,,—  l/i5,,z=cp,:„ 

'•^.11  —  l433=  9li'  'Soi-     l423=  9l5.  1424—1244=0,5,  2024  —  2423=0,;, 

^^'-)         \  'S...—  1234=  0,8,  2334—2433=9,,,  2434—  20.4=  9,(,; 

l4l—    Il4--='|'9,  l42—    I24=4/,„,  143—    l34='J;,,,  24,—    2I..=   'L,2, 

24,— 224=  iL, 3,         243— 234=ii>,4,         324—234=1];,,,         3:'|,— 314=4,, „, 

3/|2-324=.|,„  343-334=4>,8,  44o-424='|'l„  443-43i='l>2n- 

Ainsi  de  suite  [)onr  une  valeiu-  quelconque  de  /i. 

Considérons  maintenant  les  invariants  difl'érentiels  du  m"'""  ordre 

11  est  clair  qu'on  peut  obtenir  des  invariants  du /«'""*  ordre  en  dif- 

■féreiuianl  les  invariants  du  (m  —  i)'^""'  ordre  par  rapport  auv   //,, 

"■2,  •  •  -,  i/„-n   parce  que,  par  hypothèse,  ces  quantités  ne  changent 

pas  sous  les  transformations  considérées. 

On  a  dans  chaque  cas  ^n(n  —  i)  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  à  intégrer;  pour  le  cas  des  invariants  dill'érentiels  du 
„^ie.iie  ordre,  le  nombre  de  variables  est  égal  à 

V,("  —l)/<-(/f  +  !)(//  +2).  ..(«+/—  3)  (rt  -t- /  —  ,>.) 

^  ' -■ '- 1 

et  le  nombre  des  solutions  indépendantes  est  égal  à 

V  _  //  (  //  —  1  )  /;  (  /<  H-  I  ) .  .  .  (  /f  +  y  —  2  )         n(/i-^—x) 
■^  ' ■ 2 . .  .7  '  2  ' 


•y     «  (  «   —  I  )  «  (  «   H-  1  )...(«   +   /  —  2  )  «(,;=-_,) 

r  '^^^'  "^~^ 

invariants  différentiels  du  {/n  -  i)"""^  ordre;  donc  il  suffit  d'en  trouver 

n(n  —  })n(/i  -h\).  .  .(/>  +  r»  —  2) 
I  .2.  .  .  /Il 
du  ///."""^  ordre. 
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Un  obliciit  des  iiivarlanls  du  ///"""'  ordre  en  dilléreiiliaiil  les  formes 
Kjj  (/»  —  I  )  fois  et  les  formes  F,y  [/n  —  2)  fois;  de  celle  différenlialioa 
011  déduit 

H-{n  —  l)'("  +  O  («  H-  2).     .(/i  -(-  «!  —  4)  («  H-  2  7«  —  4) 
I  .  2  ...(/«—  1  ) 

invariants.  Donc  il  v  a 


N; 


( /«  —  '2)n{n  —  \)n(/i  -\-  ])  ( n  -h  2).  .  .{n  -h  m  —  \)  (n  —  2)  ( n  -i-  2 m  —  3 ) 


lelalious  entre  ces  (juanlités  du  /»""""  ordre.  Ces  l'elalions  peuvent 
s"ol>leiiir  de  la  manière  suivante.  On  a  déjà  trouvé,  dans  le  cas  m  =  3, 

/i(  n  —  ])  (  n  —  ■>.  1  f  «  +  3 ) 

2.1.2.3 

relations;  en  diflërenliant  ces  relations  (w  —  3)  fois  de 

1 . 2 . 3 . /(  ( /i  -4-  0  (  «  -+-  2  )  ( /;  +  4  U  "  -i- 5  ) . .  .  ( /(  4-  »(  —  4  )  (  "  ^-  2 /«  —  3  )  f /»  —  5  ) 

I  .  2  .  3  .  .  .  /?j 

manières  on  obtient  ÎV  relations,  qui  sont  les  liaisons  cherchées.  D'ail- 
leurs, l'opération  est  toujours  possible  pour  toutes  les  valeurs  de  m 
el  /),  parce  que  le  nombre  des  opérations  est  toujours  moindre  cjue 

T>^  f  «  —  i)n(/i  -+-  i)  {». -+-2).  .  .(«  -t-  m  —  5) 

1 .  2 . 3 .  .  .  (  /«  —  31  ' 

où  M  est  le  nombre  maximum  des  dérivées  du  {/>>  —  3)"""'  ordre 
d'une  fonction  à  (n  —  i)  variables. 

La  Géométrie  de  l'espace  ordinaire  est  unique;  l'espace  à  trois  di- 
mensions est  le  seul  espace  pour  qui  ces  deux  nombres  INI  et  N  sont 
légaux,  si  l'on  ne  considère  pas  les  espaces  à  dimensions  fractionnelles 
ou  négatives;  la  valeur  commune  pour  l'espace  ordinaire  est  m  —  3  et 
les  nombres  sont  égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  m. 

Nous  avons  prolongé  le  groupe  de  mouvements  de  l'espace  à  n+  i  di- 
mensions par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  ses  coordonnées  ponc- 
tuelles par  rapport  à  n  paramètres  indépendants,  sous  l'hypothèse  que 
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les  transformations  laissent  ces  paramètres  absolument  invariants.  De 
la  même  manière,  on  peut  se  proposer  de  prolonger  le  groupe  par 
rapport  à  q  paramètres  indépendants,  où  q  peut  prendre  les  valeurs  i, 
■2,  ...,  n.  De  cette  façon,  on  construit  les  éléments  d'une  Géométrie 
des  variétés  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  dans  Fespace  à 
«  -h  I  dimensions,  mais,  il  faut  le  dire,  avec  assez  de  difficulté,  car 
chaque  valeur  de  q  demande  une  nouvelle  extension  du  groupe  et, 
dans  chaque  cas  particulier,  il  faut  étudier  l'indépendance  et  faire 
l'intégration  des  systèmes  complets.  Cependant,  il  est  simple  de  géné- 
raliser la  théorie  de  l'analyse  intrinsèque  des  courbes,  ce  que  l'on  don- 
nera dans  une  Note  prochaine.  Ce  cas  correspond  à  la  valeur  i  de  q. 
L'extension  correspondante  du  groupe  de  mouvements  devient 

(i  I  3)     p,,  p,,  . .  .,  p,,^,,      x,Pj  -~  j-jpi  +  y/ia^-'p^j'  -  ^-f /?f  ) 

1 

(/,yr=  ,,2,    ...,  ,^  +  l), 


("4) 


p) 


AL 


et  t  est  une  variable  auxiliaire  qui  ne  change  pas  sous  les  transforma- 
tions du  groupe  de  mouvements  euclidiens. 
Si  l'on  prend,  en  particulier. 


/î  =  3, 


3, 


où  s  est  rélèment  d'arc,  on  trouvera,  entre  les  invariants  absolus,  les 
fonctions  suivantes  des  courbures  de  la  courbe  \voir  le  Mémoire  de 
M.  Pirondini  sur  les  courbes  à  triple  courbure  {Journal  de  Balla- 
glini;  1890)]  : 


(..5) 


dKr, 


I'("i5T'  2' 


V  ds 


di--'  ) 


Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  VII.  —  Fasc.  III,  1901. 


■^  ~7ùF  Ils"  )  ' 

1  y 

38 
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OÙ 

Y. ' 

el  X^  est  le  mineur  de  Xj  dans  le  déterminant  wronskien 

I  d.r„        'l'r^        d^X:,  I 

"       ds  ds^  ds^ 


IV.     -    Sur  les  invariants  de  déformation  de  l'espace  à  un   nombre 
quelconque  de  dimensions. 

Dans  un  Mémoire  sur  les  invariants  de  déformation  (Ac(a  Mathe- 
mat'ica,  t.  XVI),  M.  Zorawski  a  donné  une  belle  application  de  la 
méthode  de  Lie  à  la  détermination  des  invariants  de  déformation  des 
surfaces  dans  l'espace  ordinaire  euclidien.  Il  s'agit  de  quantités  qui  ne 
changent  pas  lorsqu'on  déforme  une  surface,  telles  que  la  courbure 
totale  de  Gauss,  les  paramètres  différentiels  de  Beltrami,  ou  la  cour- 
bure géodésique  de  Minding.  De  telles  quantités  ne  doivent  dépendre 
de  la  forme  de  la  surface  que  par  les  coefficients  E,  F,  G  de  l'élément 
linéaire.  De  plus,  elles  ne  doivent  pas  être  altérées  par  un  changement 
de  coordonnées  curvilignes.  La  surface  étant  rapportée  à  des  coor- 
données curvilignes,  effectuons,  sur  ces  coordonnées,  un  changement 
de  variables  quelconque.  En  calculant  les  nouvelles  valeurs  de  E,  F,  G, 
les  transformations  ainsi  définies  seront  celles  d'un  certain  groupe 
infini  qu'on  peut  appeler  le  groupe  de  Gauss.  Si,  en  même  temps  que 
les  coefficients  E,  F,  G,  on  exprime,  en  fonction  des  nouvelles 
variables,  une  ou  plusieurs  fonctions  du  point,  on  obtient  des  transfor- 
mations dont  l'ensemble  sera  un  groupe  de  Beltrami,  car  c'est  à  de 
pareilles  transformations  que  se  rapportent  les  paramètres  différentiels 
de  cet  auteur.  Les  transformations  qui  s'appliquent  aux  quantités 
E,  F,  G  et  à  l'équation  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface  forment  un 
troisième  groupe,  le  groupe  de  Minding.  Enfin,  en  faisant  entrer  en 
ligne  de  compte,  à  la  fois,  des  coefficients  de  l'élément  linéaire,  des 


SUR    L\    GliOMÉTRIE    A    II     DIMENSIONS.  2C)3 

fonctions  du  point,  et  des  équations  de  courbes,  on  a  le  groupe 
i^énéral. 

Les  quantités  cherchées  sont  les  invariants  ditlérentiels  de  ces 
groupes,  et,  pour  les  rechercher,  on  devra,  d'après  la  méthode  de  Lie, 
prolonger  les  groupes  et  déterminer  les  invariants  des  groupes  ainsi 
prolongés.  Une  transformation  infinitésimale  quelconque  étant  efl'ec- 
tuée  sur  les  coordonnées  curvilignes,  on  calcule  facilement  les  change- 
ments infiniment  petits  de  E,  F,  G,  ce  qui  donne  la  transformation 
infinitésimale  la  plus  générale  du  groupe  de  Gauss.  Considérant 
ensuite  une  fonction  dont  raccroissement  infinitésimal  est  connu,  on 
détermine  les  accroissements  de  ses  différentes  dérivées.  Ces  résultats 
permettent  de  former  les  transformalions  infinitésimales  des  groupes 
de  GausSj  de  Beltrami,  de  Minding  et  du  groupe  général  prolongés. 

On  peut,  dès  lors,  écrire  les  systèmes  complets  auxquels  doivent  sa- 
tisfaire les  invariants  différentiels  des  différents  ordres.  Pour  calculer 
efFectivemcnt  les  invariants  demandés,  il  faut  procéder  à  l'intégration 
des  systèmes  complets.  Appliquant  cette  méthode  à  la  recherche  des 
invariants  les  moins  élevés,  M.  Zorawski  retrouve  comme  invariant 
gaussieii  la  courbure  totale,  comme  invariants  de  Beltrami  les  para- 
mètres différentiels  connus,  comme  invariant  de  Minding  la  courbure 
géodésique. 

Les  résultats  précédents  sont  susceptibles  d'une  multiple  généralisa- 
lion.  L'objet  de  cette  Note  est  de  construire  le  mécanisme  nécessaire 
et  suffisant  pour  déterminer  les  invariants  de  déformation  de  variétés 
dans  un  espace  ponctuel  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  (dans 
les  cas  où  une  déformation  est  possible,  on  se  rappelle  le  théorème 
de  Béez),  et,  en  particulier,  on  se  propose  de  montrer  cjue  la  théorie 
de  déformation  des  surfaces  de  l'espace  ordinaire,  tous  ses  invariants 
cl  tous  ses  théorèmes  s'appliquent  immédiatement  aux  surfaces  d'un 
espace  quadratique  quelconque,  euclidien  ou  non  euclidien,  à  trois 
dimensions,  c'est-à-dire  qu'on  retrouve  la  théorie  des  formes  différen- 
tielles quadratiques.  Ce  résultat  particulier  est  intéressant;  il  constitue 
une  contribution  de  la  théorie  des  groupes  continus  infinis  à  la  Géomé- 
trie des  variétés  à  trois  dimensions,  et  en  face  du  fait  cjue  la  théorie 
des  groupes  finis  a  une  application  limitée  à  la  construction  des  Géo- 
métries  des  variétés  à  trois  dimensions,  ce  qu'on  voit  par  les  travaux 
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récents  de  M.  Blanchi  (Mcmorie  de  la  Sociélé  italienne  des 
Sciences,  3*  série,  t.  XI)  et  de  M.  Cotlon  {Tlii'se  présentée  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris),  où  l'on  trouve  la  détermination 
complète  de  toutes  les  variétés  à  trois  dimensions  dont  l'élément 
linéaire  peut  admettre  un  groupe  continu  de  transformations. 

On  s'occupe  ici  naturellement  à  faire  la  m"^"^^  prolongation  dune 
transformation  infinitésimale;  ce  problème  peut  se  proposer  d'une 
infinité  de  manières;  il  a  un  nombre  infini  de  solutions.  M.  Zorawski  a 
donné  la  solution  du  cas  où  l'on  prolonge  la  transformation  infinité- 
simale par  rapport  aux  dérivées  de  ses  fonctions  (Bozprawy  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Cracovie,  2^  série,  t.  IV),  et  M.  Levi-Civita 
(Atti  de  l'Académie  de  Venise,  7*  série,  t.  V)  a  prolongé  la  transfor- 
mation par  rapport  aux  éléments  d'un  système  covariant  ou  contre- 
variant  quelconque. 

Considérons  un  espace  quadratique  à  «  -1-  i  dimensions 

H-t-  l 

(iiG)     d.s-='^'y^,Aij(.i\,x.„  ...,./:„_,)dx,dXj       (\j,=  \,-j). 
1 

L'élément  linéaire  dune  surface 

(117)  X/=  Xi(u,,  Un,  ...,  r/„)  (/ =  I,  2,  .  .., /;), 

où  u,,  Mo,  . . .,  u„  sont  des  paramètres  ou  coordonnées  arbitraires,  peut 
prendre  la  forme 

(1,8)  ds-'  =  '^-^jE,jdu,du,       (E,-,=  E,;), 

où  les  quantités  E,;  sont  des  fonctions  A^-^  et  //„,  dont  les  formes  sont 
faciles  à  construire. 

On  efiectue  sur  ces  coordonnées  w,  un  cliangement  de  variables 
quelconque 

(ii())  «-=U,(>/,,//o .!/„)  (i=-\,2 n). 

où  les  symboles  U,-  dénotent  des  fonctions  ariiilraires,  et  Ton  obtient 
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la  forme  nouvelle  de  l'élément  linéaire 

1 

ici  les  E^  sont  fonctions  de  E,y  cl  u,, 

(121)  e;  =  e;,(«,,«2,  •••,  "«,  E,,,E,2,  ■•-,£„„); 

la  construction  des  formes  des  fonctions  E;,  n'offre  pas  de  difficulté. 

La  famille  de  transformations  (119)  et  (121)  constitue  un  groupe 
infini  qui  laisse  invariant  l'élément  linéaire  (i  18). 

Les  transformations  infinitésimales  de  ce  groupe  se  déterminent  de 
la  manière  suivante  :  On  suppose  que  les  quantités  «,,  «,,  ...,  «„ 
prennent  des  accroissements  arbitraires 

(laa)  0//,=  ?,(;/,,;/„,  ...,//„)r>  (/ 3=  1 ,  2,  . . .,  «), 

où  les  \i  sont  des  fonctions  arbitraires  et  ùt  une  quantité  quelconque 
infiniment  petite.  La  condition  de  l'invariance  de  l'élément  linéaire  est 
exprimée  par  l'équation 

( 1 23 )     2' 2' [ ^^"' ^^"y  ^U  +  E,v ( dui dùuj  -+-  duj dou^)]  =  o  ; 
1 

cette  équation  doit  être  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  du,,  du.,,  .  .  ., 
du„;  donc 

„  =4  >    55.  =  -  i-  (e„  g:  -H  E„  *  )  s,         a,  J  =  ,,.,....  n)  : 

1 

et  la  transformation  infinitésimale  la  plus  générale  du  groupe  est 
(i25)      D/  =  y-?,i^    -  y.V;VWE.,^^  +E•.^^-^- 
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En  supposant  maintenant  que  raccroissemenl 

(126)  C'\i(u„U.,,...,U„) 

d'une  fonction  arbitraire  des  variables  u,,  u^,  . .  .,  u„  est  connu,  il  est 
facile  de  trouver  les  variations  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  '^. 
En  effet,  on  a 

(127)  '^1'-]^'^''"'  =  "' 


^128)  ^^'^'^  =  '^^''^=^'(jt)   '^"'^^'- 

i 

En  vertu  de  (122),  la  variation  de  (12-)  devient 

cette  équation  doit  être  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  du,,  du^ 
dun',  donc 


De  ces  formules  il  est  facile  de  calculer  les  accroissements  des 
dérivées  partielles  de  la  fonction  '\i  d'un  ordre  quelconque  au  moyen 
de  substitutions  successives;  cependant,  par  induction,  il  est  possible 
d'obtenir  une  formule  générale.  Dans  le  cas  d'une  fonction  de  deux 
variables,  on  a 


(.3o) 


6t 

-(§).;,< 

-i-i~(0(~)iv-.: 

1        1 

,5-        i        -n 

-H  ^„;-', 

„i--.+i  ,/j„' u'»Y 

(i3,) 
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OÙ  les  indices  /  et  m  ne  peuvent  pas  être  égaux  à  zéro  simultanément; 
cette  formule  a  la  même  forme  que  la  formule  employée  par  M.  Zo- 
rawski  dans  le  Mémoire  déjà  cité.  En  remplaçant  '\i  par  vp„»  dans 
cette  formule  et  en  faisant  une  substitution  semblable  «  —  2  fois,  on 
obtient  la  formule  chercbée 

^u\\u': ,.';■  _  (èji^\ 

01  lu'',,,'.'' «'" 


^^•1 :S'-  ;:(;o-0:H.« ^-^-^^ 


jij  \j 


ou 


(i32)  ■K^==i^-j^^        y, +y^  +  ...^y;>o. 

On  peut  vérifier  cette  formule  dans  chaque  cas  successif  au  moyen 
de  l'équation 

(■">        (':■)-(:)-(„,-,)-- 

mais  (i3i)  est  vraie  dans  la  forme  (i3o),  donc  elle  est  toujours  vraie. 
Maintenant,  on  suppose  la  forme  suivante  de  la  variation  de  la  fonc- 
tion arbitraire  (];  : 

(•34)  H=y,'^ip''^.^,,of, 

1 

où  les  p'J  sont  des  fonctions  arbitraires  des  coordonnées  «,,  w,,  . ..,  u^. 
On  peut  écrire 

\èt  Juin)        ^  Jmà     \l)\m 

0  0 

(i35)       (  '  +?":'u]-"^.h,Aur' 

+  ?t--'u)-^lniur'), 


oqS  I.OYETT. 

et,  par  une  induclion  aisée,  on  trouve 


(.36)  (S).,.j .:=2,„2:'f'^.;' .iT'-;'--;- -:-?'■:■■■■;■ ■-• 

où 


(i39) 


7" 


Si  l'on  suppose 

pour  toutes  les  valeurs 

A-,7^o,  I,  ...,  ?,,       A%^o,  I,  ...,  «2,       A-„^o,  I,  2,  ..., /„, 
la  formule  précédente  s'écrit 
iS^,,;-,,,''' „1" 

=i:2-i'[(;0(2)-a0O,-.)(r,)-(;:) 

10  "       L 

■^    *' 

■^    y  k  r.  ).,    "/.,         ■a,_     y,^     l,^,         (.„ 

-(^)(;0-a)^":-;' ■-^■■■■- :-]^">" ■■■ 

lÙ 

^]*y,<o,  (^'^"J=i,         si      i,„=A„,=  o. 

Les  résultats  précédents  admettent  une  extension  immédiate  au  cas 
d'une  surface  de  l'espace  dont  l'élément  linéaire  est  défini  par  Téqua- 
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lion 

(i4o)       f/.vH-  =  V  A,„,-^ idx';dx';...d.c';:         \^"j  =  ^'\ 

savoir 

V-l  v-1  X 

(•  1 4 ,  )     ds^  =  y  B^  ,     ,    du': (II'''  ■  ■  ■  ^/"''V       (  ^'  /'  =  ^^       '  ) ' 

~     '  ,'■'■" '-   '  ■  "  \  ,  / 

parce  que  ré(jualion 

o(ds)  =  o 

donne    des    formes   linéaires    en   H/^    pour  les  variations   des  coelli- 

cienlS    By     y_  y  . 

Maintenanlon  suppose  :  i" 

(.42)  ^^E,,; 

des  formules  (134)  et  (139)  on  tire 

'  3E/ /„'',„'■=.. .,,„';■ 


(•r»; 


a)a)-OAj(r.)-a 


X  (E..«:-.«:' «:-,«:- .:- + E..«:^«^,...,„^^„h■ -:■■)] 

X  L.;'.„!':...,«^         (,y, -f-y,-»-...  +  y„>o). 


2"  En  posant  '|  égale  à  n,  et  considérant  «,  comme  une  fonction  des 
varialjles  u.^,  Mj,  ...,  «<„  restantes,  les  formules  (i39)  révèlent  les  va- 
riations des  dérivées  partielles  de  u,  par  rapport  aux  Un,  «3,  . . .,  u„. 

Journ.  de  Matlt.  (5°  série),  tome  VII.  —  Fasc.  III,  lyoï.  ^9 
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3°  Soit  '\)  une  fonction  des  p  fonctions 
('44)  9,(m,,  «2,  ■••,"«)         (/  =  i,2,  ...,p), 

assujetties  aux  conditions 
(ifo)  ^  =  o; 

les  variations  des  dérivées  de  ces  fonctions  sont  données  par  les  for- 
mules (i3i) 

10  0  0 

Ces  trois  formes  de  la  m"'°"'  prolongation  du  groupe  D/  four- 
nissent les  moyens  de  construire  les  groupes  suivants  : 

(■-.7)  G-/=i' i<^-yyè-""i^" i^^C^^^iMMijT^ 

1  0  0  0  1  '  J     >  •'•:  ■ 

(,48)    B'-f=  (V-./+i,i.:£,..'"2.:"  ^î^^^iH-  ,;-S—r, 

10  0  0  '        I   ';■■■>     ,1 

„49)   M-/=G"-.y+i:v -'■g:^"..;:.A 'r         Of 

0  .  0  """' "« 

Ces  trois  groupes  infinis  sont  des  généralisations  pour  un  espace 
quadratique  à  «  -f-  i  dimensions  des  groupes  étudiés  par  M.  Zorawski 
dans  l'espace  ordinaire  sous  les  noms  respectifs  de  Gauss,  Beltranii 
et  Minding.  Des  formules  (iSp)  on  peut  donner  une  généralisation 
encore  plus  grande  en  construisant  les  transformations  analogues  pour 
un  espace  quelconque  caractérisé  par  la  propriété  qu'une  puissance  de 
son  élément  linéaire  est  une  fonction  homogène  des  diflérentielles  des 
coordonnées  ponctuelles. 

Les  formes  (147))  (i48),  (i49)  fournissent  les  systèmes  complets 
des  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  du  premier  ordre  aux- 
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quelles  doivent   satisfaire  les  invariants   différentiels   des  différents 
ordres  et  classes;  on  les  obtient  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
fonctions  arbitraires  ?,,  ?,„(',„{=      „'". 
On  a  d'abord 

àui         Ju-i        '  '  '       Oii„  ' 

donc  les  invariants  différentiels  ne  contiennent  pas  les  variables  a,, 
«2)  •  •  •)  u,t  sous  forme  explicite;  ainsi  il  faut  considérer  seulement  les 
équations  qui  ont  écrit  des  coefficients  des  fonctions  H,„;>,  „;=,  ...,  „^». 
Il  importe  de  savoir  combien  d'équations  sont  indépendantes  dans 
un  quelconque  de  ces  systèmes;  cette  question  offre  beaucoup  de  diffi- 
culté. Un  seul  cas  montre  bien  ce  fait.  On  peut  écrire  les  systèmes  cor- 
respondants aux  //«*"=■»«  et  (m  +  i)'"°«*  prolongations  du  groupe  de 
Gauss  généralisé  de  la  manière  suivante  : 


Gu..'^ /»/-^2"2'-    2'»  K. .=o, 

tirn,..,./--Gn,„ ,„+2'.l"=-2'"-A„. ,„..„=„...-..  .,=0 

(  2'  ^'>  "'       21'  ^j  =  '"  +  '); 

en  étudiant  le  système  particulier  correspondant  aux  indices 

on  voit  que  le  maximum  de  la  limite  supérieure  de  la  sommation 

m-/i-...-/»-i  n-l 

^'„     dans  G^'"'_^^ ;„/est  m  -h  n  —  i  —^'Jn  et  que  la  limite  infé- 

/„-i  .  1 

n-l 

Heure  est  m  +  i  —^'ji'-,  le  signe  de  sommation  dans  ces  limites  dis- 

1 
paraît  avec  G'"''/  dans  le  cas  «  -i-  i  =  3,  ainsi  la  simplicité  compara- 
tive du  problème  pour  l'espace  ordinaire  est  apparente. 


^^o'. 


Nous  nous  contenions  ici  de  l'observation  qu'en  formant  les  sys- 
tèmes des  ordres  les  moins  élevés  on  trouve  que  la  forme  bien  connue 


est  un  invariant  de  Gauss,  où 
que  la  forme  connue 

est  un  invariant  de  Bellrami;  et  enfin  que  la  forme 
I    I     -^     à  M, 

-^       ^  ditj 
1 

où  M-,  M|,  M„,  ...,  M„  sont  les  mineurs  correspondants  respective- 
ment aux  i"'',  2*.  . . .,  n'™"  colonnes  de  la  matrice 

I  ^''       F  V  F     I 

-r— )  J^21»  '-'3  2?  ••■1  '-'««5 

est  un  invariant  de  Minding. 

En  construisant  les  systèmes  correspondants  aux  espaces  biquadra- 
tiques,  on  obtient  les  paramètres  diÛ'érentiels  introduits  par  M.  Somi- 
gliana  dans  ses  travaux  sur  la  transformation  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  (Annali  di  Matcinatica,  t.  XVIII). 

Enfin,  si  Ton  particularise  les  groupes  (i47)?  (i48),  ('49)  pour  un 
espace  cjuadratique  quelconque  à  trois  dimensions,  on  trouve  que  ces 
groupes  particuliers  sont  de  la  même  forme  que  les  groupes  de  Gauss, 
Bellrami  et  Minding  de  l'espace  ordinaire;  donc  tous  les  invariants  et 
tous  les  théorèmes  de  déformation  de  l'espace  ordinaire 

ds-  =  dx]  -I-  dx\  +  dx\  —  E  du\  4-  2  F  c/w,  du.,  -+-  G  dii\ 
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pciiveiU  ôlre  Iraduils  immédialement  en  invariants  cl  lliéorômcs  cor- 
respondants pour  le  cas  d'un  espace  quadratique  quelconque  à  trois 
dimensions 

3 

d.s-  ^  y]'  2'  A,^(x-,,û;a,uC:j)  d.c^d.Cj  --  $  du'^  4-  2<I)  du^da^  +  \du',. 

D'ailleurs,  Tcxtension  aux  formes  dilTérenlielles  quadratiques  à 
n  variables  est  immédiate,  mais,  en  face  du  théorème  de  Becz,  il 
n'est  pas  permis  de  parler  de  déformation  dans  tous  les  cas. 
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St/r  les  ticux  systèmes  de  triades  de   treize  éléments; 
Pau  m.  g.  BRUIVEL. 

Professeur  à  la   Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 


On  appelle  système  de  triades  de  6n  +  i  ou  de  6n  -+-  3  èlèmenls  un 
ensemble  de  triades  tel  que  chacune  des  duades  que  l'on  peut  former 
avec  les  éléments  considérés  apparaisse  dans  l'ensemble  une  fois  et 
une  fois  seulement. 

De  tels  systèmes  existent  pour  toute  valeur  de  n.  Celte  proposi- 
tion a  été  établie  par  Kirkman  ('),  puis  sous  une  forme  identique  au 
fond,  mais  plus  explicite,  par  Reiss  (-). 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Netto  dans  les  Mathematische  Anna- 
len  (')  ne  sont  pas  d'un  caractère  aussi  général,  mais  fournissent  dans 
certains  cas  des  systèmes  distincts  de  ceux  c{ue  l'on  obtient  par  l'em- 
ploi du  procédé  de  Kirkman-Reiss.  M.  H.  Moore  a  établi  ensuite  (  ^  ) 
l'existence  des  systèmes  de  triades  pour  toute  valeur  de  n  et  a  montré 
en  particulier  que  lorsque  le  nombre  des  éléments  est  supérieur  à  1 3 
il  y  a  au  moins  deux  systèmes  de  triades  essentiellement  distincts. 

Dans  le  cas  de  i3  éléments  MM.  Netto  et  H.  Moore  étaient  portés 

(')   Cainb.  and  Dubl.  M.  J.,  t.  II;  [84;. 

(=)  /.  de  C relie,  t.  56;  iSSg. 

(3)  T.  XLII;  1893. 

(»)  Math.  Ann.,  l.  XLIIl  ;  i.SgS. 
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à  croire  qu'il  n'existait  cfieclivenicnt  qu'un  seul  système  de  triades. 

M.  Jan  de  Vries  (')  a  signalé  Texistence  d'un  système  de  triades 
de  i3  éléments,  distinct  de  celui  que  M.  INelto  avait  construit.  Il 
ajoute  qu'il  n'est  pas  en  état  de  prouver  que  les  deux  systèmes  ainsi 
obtenus  sont  les  seuls  jDOSsibles. 

Nous  nous  proposons  d'établir  ici  que  le  système  donné  par 
M.  Jan  de  Vries  est  identique  au  fond  au  système  fourni  parla  con- 
struction de  Kirkman-Reiss. 

Nous  montrerons  aussi  qu'il  n'y  a  en  réalité  pour  i3  éléments  que 
deux  svslèmes  distincts. 


Ueprésenlons  par  S,  le  système  de  triades  contenu  dans  le  Tableau 


, 

4 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

I 

a 

2 

3 

3 

I 

2 

5 

1 

2 

3 
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10 

12 

6 

G 

4 

4 

5 

5 

3 

6 

1 

5 

6 

9 

1 1 

9 

8 

1  I 

10 

7 

12 

S. 


les  triades  cjui  ligurenl  dans  un  des  rectangles  du  Tableau  s'écbangent 
entre  elles  par  les  subslilutions  suivantes  : 


4 

5 

6 

4 

5 

6 

i 

. 

2 

2 

3 

3 

7 

9 

1 1 

9 

8 

7 

7 

8 

9 

10 

1 1 

12 

8 

lO 

12 

12 

1 1 

10 

1 1 

lO 

7 

12 

9 

8 

et 


(o)  (i,2,3)  (/|,5,G)  (:,ç),  II)  (8,10,12) 
(o)  (!)  (2,3)  (D  (5,6)  (7,8)  (9,10)  (.1,12). 


Il   n'y  a  donc  en  réalité  que  buit  types  distincts  de  triades  dans  le 
Tableau  S,,  par  exemple  les  triades 


1  /|     o     o      I      4 

2  5      I      8     (i     7 

3  6     4     ()     <)     8 


(')    Cire.   Mat.  di  Palermo,    el    ]'erslageii  Zilt.   K.   Ak.    W'etens.,    t.  111, 

p.  6/1-67;   1894. 
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Si  l'on  considère  clans  le  Tableau  S,  les  quatre  triades 

1  •     9       9 

2  7     2.      3 

3  I  T        7        II 

on  reconnaît  immédiatement  que  l'on  peut  écrire  quatre  triades  difl'é- 
rentcs  des  précédentes  et  présentant  les  mêmes  duades  en  substituant 
aux  quatre  triades  les  suivantes  : 


'     9 
3     2 

II     3 


9 

7 
1 1 


Par  un  tel  écliangc  le  Tableau  S,  se  trouve  modifié  et  nous  dédui- 
sons de  la  sorte  du  premier  Tableau  S,  un  nouveau  Tableau  S,  que 
l'on  peut  disposer  somme  il  suit  : 


6       4       9       8       5     12       o     1 1 

4  9       8       012       on        I 

5  12       o     II        1       7     10       3 


10     3       2 
3     2       6 

498 


6  4  9  8  5  12  o  II  I  7  10  3 
9  8  5  13  o  II  I  7  10  3  2  6 
'7     10       3264985     12     o 


Les  triades  qui   figurent   dans  un   des  deux  rectangles  du  Tableau 
s'échangent  entre  elles  par  la  substitution  cyclique 

(6,  4,  9,  8,  5,  12,  o,  II,  1,7,  10,  3,  2). 

Tl  n'y  a  donc  en  réalité  ici  que  deux  types  distincts  de  triades,  par 
exemple  les  triades 

6     6 

4     9 


Journ.  de  Math,  (o-  série),  tome  VII    —    Fasc.  III,  lyoï. 
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Les  difTércnts  systèmes  de  triades  de  i3  éléments  qui  ont  été  donnés 
jusqu'ici  peuvent  être  ramenés  par  une  substitution  convenable  efiec- 
tuce  sur  les  éléments  à  coïncider  avec  le  Tableau  S,  ou  avec  le 
Tableau  So. 

Prenons  le  système  de  Kirkman  (')  mis  sous  la  forme 

A    A    A   A    A    A   f/,  a,  a-,  a^  O;,  «;,  «;  fj 
a,   «3    A,    ^3    c,    c-i    l>,    /j-f   b.^   b^   bi   /;,    b.,   b^ 

a.,  a^    />.,   i,    c,    c,    c,    c,    c,    f,    Cj    c.>    c",    cv. 

K  .      -  -  - 

j         a,   «o  a,   «^  Z',    /^j   b^    b.,   c,    c^   c,    c» 

f         f/3  «(  «,   «.,   />3   //,    />.   ^3    r,,    tv,    c.,    c, 

^o  b,    b;   b^    cv,    f^    c.    c,    ^3  rt,   (7;   a^ 

Si  l'on  remplace  respectivement  les  symboles 

A  a,   a.,  «3  a.,   b,   b.,  b^  b^  c,   c,  c^  c^ 

par  les  chifTres 

(j  f)    I    8   :2   3  o    I  o   7    1 1    I  :i  4    3 

on  retrouve  précisément  le  Tableau  S,.   Nous  pouvons  exprimer  ce 
tait  par  la  relation  suivante 

A  a,   a,   a,   «,   /;.    b,   b^    b.    c,    c.    c,   c.   \ 

■  '  "         ^    )K  =  S,. 

691      <S     2    3     o   I  o    -    1 1    1 2    4    5  / 

1 1  n'est  pas  utile  d'insister  et  d'indiquer  les  transformations  qui  per- 
mettent de  passer  des  deux  autres  systèmes  de  triades  que  Kirkman 
a  donnés  dans  le  même  Mémoire  ou  bien  de  celui  que  Reiss  a  con- 
struit (-)  au  seul  système  S,. 

\ous  nous  contenterons  de  donner  les  transformations  relatives  au 


C)  Camb.  and  Dubl.  M.  J.,  1.  MU,  p.  38-^5;  i853. 
(-)  J.  de  Crclle,  t.  06;  iSôg. 
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système  de  Jan  de  Vries  (').  Le  système  est  le  suivant  : 

2     4     G     8     9  lo     4     5     7     8   lo    4     5 
,     3     5     7   II    12   I 3     G  II    i3     9  12     8   12 

333444555GG711 

G     7     9     7     9   K)     6     7     8     8     9     8   12 

*   i3   n    10  12   i3   II    10     9  i3   12    II    10   i3 

et  si  l'on  y  permute 

1      2     3     4     5     G     7     8     9     10     II      12      i3 
en 

4     9     1 2      I  o     2     5     G     3     8     o     1 1      7      I 

on  retrouve  encore  le  Tableau  S,.  Nous  pouvons  donc  écrire  la  rela- 
tion 

I     2     3     4     5     G     7     8     9  10   II    12    i3\ 

4     91210     2     5     6     3     8     011      7      T  /  '  ' 

Le  système  de  M.  Jan  de  Vries  n'est  donc  pas  distinct  de  celui  do 
Kirkman  et  rien  n'est  plus  facile,  avec  ce  qui  précède,  que  de  donner  la 
substitution  qui  transforme  l'une  des  formes  dans  l'autre.  11  suffit  de 
faire  le  produit  de  la  substitution  qui  conduit  de  V  à  S,  par  l'inverse 
de  la  substitution  qui  conduit  de  K  à  S,.  On  a 

/  I       2       3      4       5       G      7      8       9     I  o     1 1     1 2     1 3  \ 

\C:,      f/,      c,      Ir,     a.,      c,     -A     b,      a,      h.,     c,      b,     a.,  '      ~"  '^' 


(')  Zin.  AA.  Wetens.,  t.  III;  1894. 
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En  ce  qui  concerne  le  système  de  Nollo  (  '  ) 

n     I      2     3     4     5     6     7     iS     9101112 

Il      -2     ']     \     5     (3     7     8     9   I  o   1 1    1 2     o 
\       ")      (i       -      (S      <)    10    I  I     I^>       o       I       2      3 

i  o     I      2     3     4     5     6     7     8     9   I  o  1 1    1 2 

[2     3     \     j     G     7     8     9   i  o   1 1    1 2     o     I 

8     9  I G   1 1    1 2     o     I     2     3     \     .)     6     7 

il  ne  dilïère  évidemment  que  piir  la  l'orme  du  système  S^,  et  l'on  a, 
entre  ces  deuv  systèmes,  la  relation 


3 

4 

5 

6 

7 

8 

9   10 

I  I 

12 

8 

5 

12 

0 

1 1 

1 

7    i^^ 

3 

2 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  montrer  que  S,  et  S^  sont 
deux  systèmes  essentiellement  distincts  et  que  les  autres  systèmes  que 
Ton  peut  construire  se  réduisent  nécessairement  à  l'une  de  ces  deux 
formes  par  une  snbstitution  convenablement  choisie. 

Considérons  un  système  quelconque  des  triades  des  i3  éléments  o,  1 , 
■i,  ...,  12.  Les  triades  sont  au  nombre  de  26.  Prenons  l'une  quel- 
conque d'entre  elles  a,  b,  c  et  supprimons  dans  le  Tableau  cette  triade 
et  toutes  celles  qui  contiennent  un  de  ses  éléments,  a  ou  6  ou  c. 
Comme  a  figurait  dans  le  système  accouplé  à  tous  les  autres  éléments, 
il  existe,  en  dehors  de  la  triade  a,  b,  c,  cinq  autres  triades  contenant  a. 
Il  en  est  de  même  pour  b  et  c.  Le  nombre  total  des  triades  supprimées 
est  égal  à  i  -f-  3 .  >  =  i().  Les  triades  qui  restent  sont  en  nombre  égal 
à  10  et  contiennent  les  éléments  autres  que  a,  b,  c,  c'est-à-dire  un 
nombre  d'éléments  aussi  égal  à  10;  enfin,  un  quelconque  des  éléments 
(jui  subsistent  apparaît  dans  trois  triades,  puisque,  dans  le  système 
initial,  cet  élément  figurait  dans  six  triades  et  que  Ton  a  supprimé  les 
trois  triades  distinctes  où  cet  élément  s'accouplait  k  a,  k  b  el  k  c. 


C)    Uul/i.    i/,ii.,  l.  XLII;  1893. 
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Les  triades  qui  subsistent,  relativcmenl  à  la  triade  quelconque 
a,  b,  c  du  système,  correspondent  donc  à  une  configuration  (3,3)|„  de 
Kanlor. 

D'autre  part,  les  duades  que  Ton  peut  former  avec  lo  éléments  sont 

en  nombre  égal  à  — '—  =-.  'p.  Sur  ces  /(5  duades,  il  y  en  a  3o  qui  sont 

employées  dans  les  dix  triades  qui  subsistent,  ou,  en  d'autres  termes, 
dans  la  configuration  (33), „  dont  nous  connaissons  maintenant  l'exi- 
stence. Les  quinze  autres  se  divisent  par  groupes  de  cinq;  il  v  a  un 
groupe  de  cinq  duades  contenant  les  dix  éléments,  et  chacun  d'eux  une 
seule  fois,  formé  par  les  duades  qui  figurent  avec  a  dans  les  triades 
supprimées;  de  mémo,  il  y  a  un  groupe  de  cinq  duades  correspondant 
à  Z*  et  un  groupe  de  cinq  correspondant  à  c. 

■  Si  l'on  représente  les  dix  éléments  par  dix  points  dans  l'espace  et 
une  daade  de  deux  éléments  par  une  ligne  qui  relie  les  deux  sommets 
correspondants,  les  quinze  duades  dont  il  s'est  agi  en  dernier  lieu  cor- 
respondent à  un  réseau  à  dix  sommets,  chacun  des  sommets  étant  le 
point  de  départ  de  liois  lignes  ou  arêtes.  Cinq  des  arêtes  sont  relatives 
à  un  élément  extérieur  a  et  constituent  ce  que  nous  avons  appelé 
adleurs  (')  un  dcmi-lrajet.  Un  autre  demi-trajet  correspond  à  h\  un 
troisième  demi-trajet  est  relatif  à  c. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que,  pour  construire  un  système  de 
triades  de  i3  éléments,  il  suffit  :  i"  de  construire  un  ensemble  de  dix 
triades  pour  dix  éléments  dans  lequel  chaque  élément  apparaît 
trois  fois,  et  trois  fois  seulement;  2°  de  former  le  réseau  des  duades 
non  employées  dans  les  dix  triades  précédentes  et  de  le  décomposer  en 
demi-trajets;  3"  d'écrire  un  Tableau  contenant  les  dix  triades  fournies 
par  la  première  construction,  une  triade  formée  avec  trois  éléments 
distincts  de  ceux  déjà  employés  et  quinze  triades  obtenues  en  mettant 
devant  chacune  des  duades  qui  entrent  dans  un  demi-trajet  un  de  ces 
trois  nouveaux  éléments. 

La  solution  de  la  première  partie  de  la  question  est  connue.  Kanlor, 
Martinetti  ont  montré  qu'il  n'existait  que  dix  configurations  (3,3),,, 


(')  G.  Bm.NEL,  A/ialjsis  SiUis  :  Recheiclws  sur  les  rcseau.v  {Mrm.  Soc.  l'h. 
ISat.  Bord.,  \\,  p.  i65;  iSçp). 
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distincles  auxquelles  on  est  convenu  d'attribuer  respeclivcmenl  les 
symboles  suivants  : 

A     B     C     D     E     F     G     II     J     K 

Nous  aurons  donc  à  examiner  successivement  ce  qui  arrive  lorsque 
Ton  prend,  comme  point  de  départ  de  la  construction  d'un  système  de 
triades,  ces  dinérentes  configurations.  Relativement  aux  Tableaux  S, 
et  Sa,  les  configurations  (33), o  qui  se  présentent  comme  correspon- 
dant aux  diflérentes  triades  qui  constituent  chacun  des  Tableaux  oITrent 
les  caractères  suivants  : 

Sjstè/nc  S,. 

I'i,     5,     0  1  F 

o,      I,      il        el,  par  suite,  aussi  les  triades  qui,  dans  I  A 

le  Tableau  S,,  sonl  dans  le  même  /  D 

rectangle,  fournissent  des  configu-  J  J 

râlions  de  svmboles  respectifs  :  /  H 

I  4.     9'   12  I  f  K 

Il  y  a  donc,  pour  le  système  S,,  des  triades  qui  correspondent  à  des 
configurations  (33), „  de  symboles 

G     F     A     D     .1     II     K 

en  nombres  respectivement  égaux  à 

I      I      3     3     6     9     3 

Système  S„. 


La  triade 


8, 

9 

6, 

9 

-, 

8 

La  triade 


el,  par  suite,  aussi  les  triades  qui,  dans 
le  Tableau  Sj,  sont  dans  le  même 
rectangle,  fournissent  des  configu- 
rations de  symboles  respectifs  : 


Il  y  a  donc,  pour  le  système  So,  des  triades  qui  correspondent  à  des 
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configurations  (3,3)io  de  symboles 

J     E 
en  nombres  respeclivcmenl  égaux  à 

i3      i3 

Ceci  nous  montre  une  différence  essentielle  dans  la  constitution  des 
systèmes  S,  et  S^  qui  sont  ainsi  complètement  distincts. 

Les  configurations  de  symbole  B  et  C  n'apparaissent  pas  dans  lu 
constitution  des  systèmes  S,  et  S^;  on  serait  porté  à  croire  que  ces 
deux  configurations  fournissent  alors  des  systèmes  nouveaux  de 
triades.  Nous  verrons  qu'il  n'en  est  rien  et  que  la  seconde  partie  de  la 
question  n'admet  pas  alors  de  solution. 

Cette  seconde  partie  de  la  cjuestion  consiste  à  former,  pour  un 
réseau  déterminé,  les  demi-trajets.  Les  réseaux  que  l'on  a  à  considérer 
ici  se  présentent  avec  un  caractère  des  plus  simples,  mais  nous  savons, 
d'une  manière  générale,  former  d'une  façon  systématique  les  demi- 
trajets  relatifs  à  un  réseau  quelconque  donné  ('). 

Soient/,  k  deux  sommets  quelconques  du  réseau;  considérons  un 
carré  à  n  lignes  et  à  n  colonnes  et  faisons  correspondre  la  p''""«  ligne 
et  la  p"""*"  colonne  du  carré  au  sommet  p.  Dans  la  j"'""'  colonne  et  dans 
la  /i"'""^  ligne,  nous  conviendrons  de  mettre  o  lorsque  les  deux  som- 
mets du  réseau  i  et  A"  ne  sont  pas  reliés  par  une  arête,  et  de  mettre  un 

symbole  ^^  indi(juant  la  présence  de  Farète  qui  relie  /  à  k  lorscpje  celte 

arête  existe. 

Le  symbole   \  sera  considéré  comme  identique  au  symbole     ,  mais 

de  signe  contraire;  cela  revient  à  supposer  que,  sur  chacune  des  arêtes 
du  réseau,  on  choisit  un  sens  déterminé. 

Nous  ne  considérons  pas  les  arêtes  du  réseau  qui  partent  d'un 
sommet  pour  aboutir  à  ce  mêtne  sommet.  Nous  n'avons  pas  non  plus 
à  supposer  ici  l'existence  de  plusieurs  arêtes  reliant  les  deux  mêmes 
sommets. 


(')   Mém.  Soc.  P/i.  Nat.  Bord.,  Y4,  p.  17G;  1890. 
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Dans  CCS  coiidilions,  à  un  n'-scau  donné  correspond  un  tahlean 
carré  parfaitement  défini  que  Ton  peut  considérer  comme  un  déter- 
minant symétrique  gauche. 

Inversement,  un  déterminant  symétrique  gauche  étant  donné,  il  hii 
correspond  un  réseau  parfaitement  défini. 

Les  réseaux  qui  nous  occupent  contiennent  un  nombre  pair  de  som- 
mets. Or  on  sait  qu'un  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  pair 
est  le  carré  d'une  expression  qu'il  est  facile  de  former.  Chacun  des 
termes  qui  figurent  dans  celte  expression  correspond  à  un  demi-trajet. 

Le  développement  de  cette  expression  se  simplifie  considérablement 
dans  un  cas  tel  que  celui  que  nous  rencontrons  ici.  Le  réseau  est  alors 
un  réseau  à  sommets  trilatères,  et  nous  nous  proposons  de  former  de 
toutes  les  façons  possibles  trois  demi-lrajels  qui  épuisent  toutes  les 
arêtes.  Considérons  un  de  ces  demi-trajets  et  imaginons  que,  dans  le 
réseau,  on  supprime  les  arêtes  qui  figurent  dans  le  demi-trajet;  il  reste 
un  réseau  à  sommets  bilatcres  qui  peut  être  connexe  ou  non.  Si  le 
réseau  constitue  un  seul  polygone,  ses  côtés  pairs  fournissent  un  demi- 
trajet,  ses  côtés  impairs  donnent  le  troisième  demi-trajet.  Si  le  réseau 
est  formé  de  plusieurs  polygones,  il  suffit  que  l'un  de  ces  polygones  ail 
un  nombre  impair  de  côtés  pour  que  l'on  ne  puisse  pas  former  de 
demi-trajet  avec  les  arêtes  qui  restent;  lorsque  tous  les  polygones  ont 
un  nombre  pair  de  côtés,  on  peut,  de  plusieurs  façons,  former  les 
demi-trajets  complémentaires,  de  2'-'  façons  s'il  y  a  /polygones. 

Nous  allons  considérer  successivement  les  différentes  configura- 
tions (33),o  de  Kantor  et  étudier  les  réseaux  auxquels  conduit 
chacune  d'elles. 

Configuration  A. 

On  peut  écrire  une  configuration  A,  où  les  éléments  sont 

2     3     5     6     7     8     9101112, 
sous  la  forme 

356562233 


(A)  I  Ci     5     911     8     7     9101112 

18     710121110     712     g     8 

qui  résulte  de  la  suppression  des  éléments  o,  i,  4  dans  S,.  Les  duades 
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qui  ne  figurent  pas  dans  A  peuvent  être  représentées  par  le  Tableau 
suivant 

2356789     10 

3     6    6    9    8     9  13  1 1 
5  10  12         I 1   10 


correspondant  à  un  réseau  à  dix  sommets  Irilatères,  les  arêtes  du  réseau 
étant  des  lignes  qui  joignent  un  quelconque  des  points  de  la  première 
ligne  aux  points  de  la  même  colonne  : 

2     2       2     3  10 

35ii(3"'ii' 

Formons  les  demi-trajets  qui   contiennent  une   des  arêtes,  „  par 

exemple,  et  écrivons  au-dessous  de  chaque  demi-trajet  les  demi-ti'ajets 
qui  complètent  avec  la  première  les  i5  duades.  Lorsqu'un  même 
demi-trajet  peut  être  complété  de  difTéreutes  façons  nous  le  répéterons 
avec  les  différents  demi-trajets  qui  le  complètent;  lorsqu'un  demi-tia- 
jet  Tie  peut  être  complété,  nous  indiquerons  entre  crochets  un  poly- 
gone d'un  nombre  impair  de  côtés  formé  avec  les  duades  non  employées 
et  dont  l'existence  entraîne  l'impossibilité  des  demi-trajets  complé- 
mentaires. 

On  obtient  de  la  sorte  les  Tableaux  suivants 

2  5     7     9   10 

3  6     8   12   II 

[2  5  12  711] 
25789 
3     G   I I    10  12 


(«3)  \ 


2  12     8     G  10 
5     7     9     3   1 1 

I     ^     7     9     3   1 1 

12     8     G  10     2 

Joiûn.  de   Math.  (5'  série),  lonie  MI.  —  Fiisc.  III,   lyoï.  4l 
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(o.) 


(a,) 


(«>) 


(«.) 
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2  5     7     8   lo 

3  G   12     9  • « 

2    12      G    lO       7 

5     9     3     S   1 1 

5  9  3  8   1 1 

12  6  lO  7      -2 

j     1  5  G  7    lo 

13  1 2  9  8   1 1 

2  G  lo  9     7 

j     5  3  8  1 2   1  I 

I     5     3     8   12   1 1 
G  lo     9     7     2 

2  5     G     7     8 

3  12     911    10 

2     G   lo     7     9 
5     3   II     8  12 

5     3   1 1     812 
G  10     2     9     7 

2  5     G     7     8 

3  1 2     9   I  '    '  o 

2     G   10     7     9 
5     3   1 1    1 2     8 

5     3   II    12     8 
G     10  2     9     7 


Reinarquons  tout  d'abord  que  si  l'on  forme  iivee  les  élémeiUs  o.  i.  '\ 
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la  suite  des  triades  déduites  des  derai-trajets  a,  : 

I  I  I  I  I  10000044444 
02567826  10  7953  II  12  8 
4     3i2     91110     5     3iii2     8     610     2     9     7 

ou  retrouve  toutes  les  triades  qui,  avec  celles  contenues  déjà  dans  A, 
constituent  S,. 

Nous   pouvons  écrire  symboliquement  cette  proposition  de   cette 
façon 

A  +(i,  o,  4)«,^sS,. 

Ceci  posé  remarcjuons  que  la  substitution  cyclique 

^«  =  (7'  3,  12,  10,5,8,2,9,  11,6) 

laisse  A  inaltérable,  mais  permute  entre  eux  les  Tableaux  a,,  a,,  «:,, 
f/,.,  a^;  on  a  en  elTet 

les  rangées  des  Tableaux  se  correspondant  dans  un  certain  ordre. 
Nous  conclurons  de  là  que,  en  désignant  dans  chacjue  cas  par  a,  Ij,  c 
les  éléments  o,  i,  4  pi''s  dans  un  ordre  convenalilement  choisi,  on 
aura  les  relations 

cr^[A  +  (a,  ^,  c)aj]^sS|, 

rjl{\+{a,b,c)a,'\  =  'è,, 
G-^' [A  +(«,  ht  c)ao]sES|, 

c'est-à-dire  que  la  configuration  A  fournit  un,  et  un  seul,  système  de 
triades  qui  n'est  antre  que  S,. 

Configuration   B. 
On  peut  écrire  une  configuration  B,  où  les  éléments  sont 

o      I      23456789, 


3i8 

G. 

BRU  N  EL 

sous  la  foniic 

1" 

o 

o 

2 

2 

I 

I 

3 

4 

7 

(B) 

1 

3 

5 

4 

6 

3 

j 

j 

6 

8 

u 

4 

G 

7 

9 

7 

9 

8 

8 

9 

Les  diiadcs  qui  ne  liguieul  pas  dans  B  peuvent  être  rcpréscnlées 
par  le  Tableau  suivant  : 

o     t     3     3     /i     5    6 


7  4     3     6     5     7     7 

8  6     5     9     9 
988 


Formons   les   denii-lrajcls  ([ui  conlienni'ul    une   des   arêtes,   _  paf 
\\eniplc,  et  essayons  de  les  coniplrler;  nous   arrivons  aux  résultais 


suivants  : 


3 

4 

9 

5 

4 

9l 

3 

4 

6 

9 

[o     8 


7     '"^ 

o     8     o.     3     I) 

c'est-à-dire  quil  n'existe  pas  de  groupes  de  trois  denii-lrajels  éj)uisant 
toutes  les  duades.  La  configuration  B  ne  fournit  aucun  système  de 
triades. 

Le  réseau  que  nous  avons  ainsi  rencontré  est  intéressant  à  un  autrt' 
point  de  vue;  il  nous  oflVe  un  exemple  d'un  réseau  à  sommets  trilatéies 
tel  qu'il  n'existe  aucun  contour  fermé  ou  aucun  ensemble  de  contours 
fermés  conqironanl  cliacnn  un  n()mi)re  pair  d'arêtes  qui  ]iassi"  par  tous 
les  sommets. 

('onjiguration  G. 

On  [)eut  écrire  une  configuration  C,  où  les  éléments  sont 


(3     7     «     9. 
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SOUS  la  forme 

(C)  14932393115 

(82iGoG5     5oo 

Les  duadcs  qui  ne  figurent  pas  dans  C  sont  précisément  les  mêmes 
que  celles  que  nous  avions  déduites  de  l'examen  de  la  configuration  B, 
et  avec  lesquelles  on  ne  peut  former  de  groupes  de  demi-trajets. 

La  configuration  C  ne  fournit  aucun  système  de  triades. 

Configuration  D. 
On  peut  écrire  une  configuration  D,  où  les  éléments  sont 

I      2  3     4     5     G     7101112, 
sous  la  forme 

II      6  G     G     I      12      2     3     3 

211  4it)     5     710     4     4     5 

3i2  5     71211121110     7 

Les  duades  qui  ne  figurent  pas  dans  D  peuvent  être  représentées  par 

le  Tableau  suivant  : 

I     2    3    4    5    7  10 

4    5     6     7  10  12  1 i 
6    6  1 1    12    1 1 
I  o     7    1 2 

Formons  les  demi-lrajcts  qui  contiennent  une  des  arêtes,  ,  par 
exemple,  et  écrivons-les  avec  les  demi-trajets  qu'ils  admettent  : 

I      2     3     7    10 
4     5     G   12    I I 


(^A) 


12435 

i  G  7  1 2  I  i  I  o 
[G  7  12  I I  10 
\  2     4     3     5     I 


{cL) 
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I     .        2       3       .'ï       7 

l  4     G   1 1    1 0   1 2 

I     3     4     211 

G  12     7     5  10 

6  12     7     5   10 
3     4     211      I 

Remarquons  que  la  subslitution 

a,=  (i)(2)(3)(G:)(i,,.2)(5,  7)(4,  10) 

laisse  D  inaltéré,  mais  permute  entre  eux  les  Tableaux  (c/,)  et  {(L).  Or 
la  forme  que  nous  avons  choisie  pour  D  résulte  de  la  suppression  des 
éléments  o,  8,  9  dans  S,.  On  voit  alors  iiniuédialemenl  que  l'on  a 


et,  d'autre  part, 


D  +  (o,  9,  8)f/,  =  S, 


«,  Ik  c  étant  les  éléments  o,  8,  9  placés  dans  un  ordre  convenablement 
choisi,  c'est-à-dire  que  la  configuration  D  fournit  un,  et  un  seul,  sys- 
tème de  triades  qui  n'est  autre  que  S,. 

Configuration  K. 
On  peut  écrire  une  configuration  E,  où  les  éléments  sont 

o     I  4  5     6  7  8101112, 
sous  la  forme 

[G     8  5  12     o  7  4    i'-2     i^      I 

(E)                       '4     J  1 2  o   1 1  10  811      I    10 

'  5   1 1  I  710  ()  7     G     4     8 


L«s  duades  qui  ne  figurent  pas  dans  E  peuvent  être  représentées 
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par  le  Tableau  suivant  : 

o     I     4     'T     6    7     8  lo 

5  6io     7     8  II    1212 

6  7   I I    10 

8    II     12 

Formons  les   dcmi-trajels  qui  contienncnl   une  des  arèles,   '.'   par 

exemple,  et  écrivons-les  soit  avec  un  des  polygones  d'un  nombre 
impair  de  côtés  qui  empêchent  l'existence  des  demi-trajets  complé- 
mentaires, soit  avec  les  demi -trajets  complémentaires  quand  ils 
existent  : 

^  o     I      8^7 

I  5     6   1 2   I  o   1 1 

(       [o     ^     ^] 

['  o     I     4    G  lo 

\    r>      711      812 


(0 


0  I      7    I  o    1 2 

(3   1 1     5     4     8 

G   II     5     4     8 

1  7    10   12     o 

La  forme  que  nous  avons  choisie  pour  E  résulte  de  la  suppression 
des  éléments  2,  3,  9  dans  S,,.  On  voit  alors  immédiatement  que  l'on  a 

E-^(2,3,9)^E^S„ 

c'est-à-dire  que  la  configuration  E  fournit  un  seul  système  de  triades 
qui  n'est  autre  que  So. 

Configuration  F. 

On  peut  écrire  une  configuration  F,  où  les  éléments  sont 

o     I      2     3     7     8     9   lo   II    12, 
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SOUS  la  forme 

■   G 

O 

o 

I    I 

2 

3 

I 

2 

3 

(F) 

7 

9 

1 1 

2  I  I 

7 

9 

8 

lO 

12 

12 

8 

lO 

3  7 

9 

1 1 

lO 

12 

8 

Les  duades  qui  ne  figurent  pas  dans  F  peuvent  être  représentées  par 

le  Tableau  suivant  : 

0  I     3     3     7     8     9  1 1 

1  9     8     7     8   I I    10   12 

2  12     11      10     10  12 


Formons  les  demi-trajets  qui  contiennent  une  des  arêtes,        par 

exemple,  et  écrivons-les  soit  avec  un  des  polygones  d'un  nombre 
impair  de  côtés  qui  empêchent  l'existence  des  demi-trajets  complé- 
mentaires, soit  avec  les  demi- trajets  complémentaires  quand  ils 
existent. 

o     2     3     911 


I 

8 

7 

10 

12 

[I 

9 

■  2] 

0 

2 

3 

7 

9 

I 

1 1 

10 

8 

12 

0 

8 

1  2 

9 

7 

2 

1 1 

I 

10 

3 

2 

1 1 

I 

10 

3 

8 

12 

9 

j 

0 

(/) 


La  forme  que  nous  avons  choisie  pour  F  résulte  de  la  suppression 
des  éléments  4»  5,  6  dans  S,.  On  voit  alors  immédiatement  que  Ton  a 

F  +  (/,,5,G)/=S., 

c'est-à-dire  que  la  configuration  F  fournit  un  seul  système  de  triades 
qui  n'est  autre  que  S,. 
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Configuration  G. 
On  peut  écrire  une  configuralion  G,  où  les  éléments  sont 

o     4     5     6     7     8     9roiii2, 
SOUS  la  forme 

10004445566 

(G)  I     7     810     5     712     8     9   III  o 

(12     911     6     8     9111012     7 

Les  duades  qui  ne  figurent  pas  dans  G  peuvent  être  représentées  par 
le  Tableau  suivant  : 

04567891  o 

4  10     7     8     g   10   1 1    12 

5  I I    12     9   I i    12 

6 

Formons  les  demi-trajets  qui  contiennent   une  des  arêtes,   °  par 

exemple,  et  écrivons-les  avec  les  demi-trajets  complémentaires  qu'ils 
admettent. 

o     5     6     9   10 

4     7     8  1 1   12 


(5-0 


(«-.) 


o    1 2    I  o    I  I      9 

58476 

58476 

12    10    II       9      o 

05678 
412     9   II    I o 

o     7    I I    10     8 
5     9     4   '2     6 

'     1     5     9     4   12     6 
\     71110     8     o 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  VII.  —  Fasc.    III,   1901 


324  G.     BRUNEL. 

La  forme  que  nous  avons  choisie  pour  G  résulte  de  la  suppression 
des  éléments  i,  2,  3  dans  S,.  D'autre  part,  la  substitution 

^.=  (o)(4)(5)(G)(7,i2)(8,9)(io,ii) 

laisse  inaltérée  G,  mais  permute  entre  eux  les  Tableaux  g^  et  g.^.  On 
reconnaît  donc  immédiatement  que  Ton  a 

G  +  (i,2,3)o-,=eS,, 
et,  d'autre  part, 

cr^„[G +  («,/>,  0)0-2]  =  S,, 

a,  6,  c  étant  les  éléments  i,  2,  3  placés  dans  un  ordre  convenablement 
choisi,  c'est-à-dire  que  la  configuration  G  fournit  un,  et  un  seul,  sys- 
tème de  triades  qui  n'est  autre  que  S,. 

Configuration   H. 
On  peut  écrire  une  configuration  H,  où  les  éléments  sont 

o     2     3     4     5     G     8     9   10   12, 
sous  la  forme 

[3555464692 
(H)  8     4     9     o     3     3   12     8     o   10 

I   12     6  10     2   10     o     9     2     8   12 

Les  duados  qui  ne  figurent  pas  dans  H  peuvent  être  représentées 
par  le  Tableau  suivant  : 

0234068 


4 

3 

5 

8 

8 

9 

10 

10 

4 

9 

12 

10 

12 

9 

12 

Formons  les  demi-trajets  qui  contiennent  une  des  arêtes,   ,  par 
exemple,  et  écrivons-les  avec  les  demi-trajets  complémentaires  qu'ils 


(/'.) 


(h') 


(h,) 
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admettent  : 

o     2     5     6     8 

4     3   12     9   lo 

06283 
10  12     4     5     9 

10  12     4     5     9 
6     o     8     3     2 

o     2     5     6     8 
4    3  12    9  10 

o     G    2     3     8 
10  12     9    5     4 

10  12    9    5    4 
6     o     3     8     2 

o     2     3    G     8 
4    9     5  ] 2  10 

06345 
10     9     2     8   12 

10    9     2     8   12 
53450 


La  forme  que  nous  avons  choisie  pour  H  résulte  de  la  suppression 
des  éléments  1,7,11  dans  S,.  D'autre  part,  la  substitution 

a,  =  (3)  (5)  (8,  i2)(2,  9)(o,  10)  (4,  6) 

laisse  inaltérée  H,  mais  permute  entre  eux  les  Tableaux  h,  et  /i.,.  On 
reconnaît  donc  immédiatement  que  l'on  a 

H_4-(i,  II,  7)/i,  =  S,, 
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et,  d'autre  part, 
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a4H  -+-(«,  b,  c)/<j]  =  S,, 


a,  b,  c  étant  les  éléments  i,  y,  ii  placés  dans  un  ordre  convenable- 
ment choisi. 

Relativement  à  //',  remarquons  que,  si  Ton  échange  respectivenîent 

3     5     8i2     2     9     oio     4     G 
en 

o     I    1 G   1 1    1 2     9     5     (3     3     2 , 


H  devient 

(h;) 


G        1         I         I        3        2        3        2       9     12 

10  3     9     5     o     oiiio     5     () 

11  2     6i2     6     5     912101/, 


qui  est  la  forme  H  résultant  de  la  suppression  des  éléments  4,  7.  B 
dans  S,. 

//'  devient  par  cette  substitution 


3   12     I      210 

5     o   1 1     9     G 

5     2   12     o   10 
611     9     I     3 

65913 
211      o   10   I? 


{h\) 


et  Ton  voit  immédiatement  que  l'on  a 

H,+  (7,4,  B)//,H=S.. 

La  configuration  H  fournit  donc  un  seul  système  de  triades  qui 
n'est  autre  que  S,. 
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SOUS  la  forme 


Configuration  J. 
On  peut  écrire  une  configuration  J,  où  les  éléments  sont 

2     3     4     5     7     8   10   II    12, 

2     2     2     G     5     4i2     5     4   12 
(J)  ':     o   II    10  II     8     3     7     3     7     8 

(     5     /|i2ioiiio     o     7     8     3 

Les  duades  qui  ne  figurent  pas  dans  J  peuvent  être  représentées  par 
le  Tableau  suivant  : 

023457811 


3  3 

4  7 
8     8 


a   xo    10    10    12 
12    12    II 


Formons  les  demi-trajets  qui  contiennent  une  des   arêtes,  °  par 
exemple,  et  écrivons-les  avec  les  demi-trajets  complémentaires  qu'ils 


admettent 


00 


(À) 


o     2     4     811 

3     7     5   10  12 

o     12     10     II        2 

45738 

45738 
12     10     I I        2       O 

o       2       4       711 

3  8       5     10     12 

O-   !  2     I O       2     11 

4  5     8     3     7 
4     5     8     3     7 

12    10      on       2 
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O       2       4        7     '  ' 
3       8        5     lO     12 

O     12     lO        2     11 
45873 

45873 
12     10       O    I I        2 

02457 

3  8   12  10  I I 

o     5  I 1     210 

4  12     3     7     8 

4  12     3     7     8 

5  1 1     210     o 


La  forme  que  nous  avons  choisie  pour  J  résulte  de  la  suppression 
des  éléments  i,  6,  9  dans  S,.  D'autre  part,  la  substitution 

<^y  =  (;^)(7»  3,  8)(4,  5,    I2)(o,    10,    II) 

laisse  inaltéi'ée  J,  mais  changey,  en  y\,,  ety'o  en  j.^.  On  reconnaît  donc 
immédiatement  que  Ton  a 


(y.) 


et,  d'autre  part. 


J-+-  ».(j,  1, 9)7.= S, 

(7^[J  +  (a,  b,  c)y]  =  S,, 
a;[J  +  (a,  b,  c)73  =  S,, 


a,  b,  c  étant  les  éléments  i,  6,  9  placés  dans  un  ordre  convenablement 
choisi. 

Relativement  à/,  remarquons  que  la  forme  que  nous  avons  choisie 
pour  J  résulte  aussi  de  la  suppression  des  éléments  i,  6,  9  dans  S,. 
On  en  conclut  la  relation 


J+((n  i»9)y'^s,. 
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La  configuration  J  fournit  donc  deux  systèmes  de  triades,  mais  ces 
systèmes  de  triades  ne  sont  autres  que  S,  et  Sj. 

Configuration  K. 
On  peut  écrire  une  configuration  K,  où  les  éléments  sont 

o     I     2     3     5     6     7     Bioii, 


sous  la  forme 


o       I       o    1 I       2    lO      3      o       I 

5     865     8671  o     2 
210     3     8     6     7      )   1 1     3 


Les  duades  qui  ne  figurent  pas  dans  K  peuvent  être  représentées 
par  le  Tableau  suivant  : 

0123567 


15786 

7  6  10  10  10 

8  II    ,. 


Formons  les  demi-trajets  qui  contiennent  une  des  arêtes,  "^  par 
exemple,  et  écrivons-les  soit  avec  un  des  polynômes  d'un  nombre  im- 
pair de  côtés  qui  empêchent  l'existence  des  demi-trajets  complémen- 
taires, soit  avec  les  demi-trajets  complémentaires,  quand  ils  existent: 

2     3     5     () 
7     8   10    r I 


(A-.) 


( 

[■ 

5 

«] 

0 

2 

7 

3 

5 

y 

10 

8 

I  [ 

6 

( 

.2 

6 

5 

3 

7 

I  £ 

i 

10 

8 

7 

I  I 

I 

10 

8 

2 

G 

5 

3 

0 
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'02735 
III      810     6 

.  o     2     5     6     3 

I    7     10        III        o 

1710      III      8 

\  2     5     G     3     o 

La  forme  que  nous  avons  choisie  pour  K  résulte  de  la  suppression 
des  éléments  4,  9,  12  dans  S,.  D'autre  part,  la  substitution 

cr^  =  (o,  i)(2,  10,3,  I  i)  (5,  8,  6,  7) 

laisse  inaltérée  K,  mais  change  k,  en  k.,.  On  reconnaît  donc  immédia- 
tement que  l'on  a 

K  +(4,  i^,  9)A-,EsS, 
et,  d'autre  part, 

G^[K  +  (a,b,c)k,]E^S,, 

a,  b,  c  étant  les  éléments  4»  9»  12  placés  dans  un  ordre  convenable- 
ment choisi,  c'est-à-dire  que  la  configuration  K  fournit  un,  et  un  seul, 
système  de  triades  qui  n'est  autre  que  S,. 

En  résumé,  il  n'y  a  que  deux  systèmes  distincts  de  triades  de  i3  élé- 
ments. Dans  la  constitution  de  l'un  d'eux  nous  reconnaissons  la 
présence  des  configurations  (33), (,  des  symboles  A,  D,  F,  G,  H,  J 
et  K  ;  dans  la  constitution  du  second  n'existent  que  les  configurations  E 
et  J. 

Les  configurations  B  et  C  ne  donnent  naissance  à  aucun  système  de 
triades,  mais  fournissent  un  réseau  à  sommets  trilatères,  curieux  au 
point  de  vue  des  trajets  que  l'on  peut  former  avec  ses  arêtes. 
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Sur  la  stabilité  de  V  équilibre  relatif  d'une  mal  se  fluide 
animée  d'un   mouvement  de  rotation; 

Par  m.   p.   DUHEM. 


Lagrange  a  montré  qu'un  système  soumis  à  des  forces  qui  dérivent 
d'un  potentiel,  et  qui  se  trouve  en  équilibre  absolu,  est  en  équilibre 
stable  lorsque  le  poten'tiel  est  minituum.  Sa  démonstration,  fondée 
sur  la  considération  des  petits  mouvements,  ne  prouve,  en  réalité,  ni 
que  cette  condition  soit  nécessaire  pour  la  stabilité  de  l'équilibre,  ni 
qu'elle  soit  suffisante.  Le  caractère  suffisant  de  cette  condition  a  été 
établi  d'une  manière  entièrement  rigoureuse  et  très  simple  par  Lejeune- 
Dirichlet;  sa  démonstration  est  aujourd'hui  classique. 

Les  conditions  de  stabilité  de  l'équilibre  relatif  en  une  masse  qui 
tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  ont  été  établies 
jusqu'ici  par  la  seule  considération  des  petits  mouvements;  cette 
méthode  prête  aux  mêmes  objections  que  la  méthode  suivie  par 
Lagrange  dans  le  cas  de  l'équilibre  absolu. 

Nous  nous  proposons  de  trouver  ici,  par  un  artifice  semblable  à 
celui  de  Lejeune-Dirichlet,  un  caractère  qui  suffit,  au  moins  sous  cer- 
taines conditions,  à  assurer  cette  stabilité. 


1.  Equilibre  relatif  d'un  système  animé  d'un  mouvement 
de  rotation  uniforme. 

Supposons  qu'un  système  quelconque  soit  animé  d'un  mouvement 
de  rotation  uniforme,   de  -vitesse  angulaire  w^,  autour  d'un  axe  que 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  VII.    -  Fasc.  III,  igoi.  43 
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nous  prendrons  pour  axe  des  r.  On  sait  rjuo  les  conditions  de  réqnilihrc 
relatif  de  cette  niasse  s'obtiendront  en  écrivant  <pie  les  équations  de  la 
statique  sont  vérifiées  lorsqu'on  adjoint  a>i\  forces  extérieures  appli- 
quées à  la  masse  fluide  la  force  centrifuge  appliquée  à  chaque  masse 
«'léinen taire  dm  ;  les  conq)osantes  de  celte  force  sont 

(i)  \^.(lm  =  tol-id///,  \  ^.(//)i  =:  mI  y  (lin,  Z^.=  o. 

Désignons  par  $  le  [)otentiel  interne  du  système  :  par  c,ï  la  vai'ialion 
que  subit  ce  potentiel  dans  une  modification  virtuelle  sans  variation  de 
température;  par  de,,  le  travail  effectué,  dans  la  même  modification, 
par  les  actions  extérieures,  actions  dont  le  moment  par  rapport  à  Oz 
est  supposé  constamment  nul;  par  r/c^.  le  travail  des  forces  centrifuges, 
qui  se  réduit  à 

(2)  dC'r  ~  wj;  /  (x  ex  +  V  cy)  dm. 

Les  conditions  de  réquiiiljrc  relatif  s'obtiendront  en  écrivant  que 
Ton  a,  pour  toute  modification  isothermique  virtuelle  à  partir  de  l'état 
considéré, 

(  3  )  dc^,.  +  f/r,.  —  0  J  =  o . 

Supposons  le  système  animé  d'un  mouvement  quelconcjue.  l.a 
vitesse  d'un  point  P  de  la  masse  élémentaire  dm,  à  un  instant  donné, 
se  compose  d'une  vitesse  perpendiculaire  au  plan  qui  passe  par  le 
point  P  et  l'axe  des  r  et  d'une  vitesse  située  dans  ce  plan  et,  partant, 

rencontrant  l'axe  des  z-^  désignons  la  première  par  w(x--  +}'')'  et  la 
seconde  par  es.  La  force  vive  du  système  sera  alors 

(4)  '£  =  ^  j'\i^iHx^-^y')  +  o']dm 

et  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  des  z 
sera 

(5)  y\=j'(^{x'+y')dm. 
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Dans  une  modification  quelconque  du  inouvenienl  du  système, 
M  éprouve  une  variation 

(G)  o.M  =  :^  /  co(./;  o.i:  -h  )•  o\-)  dnt  -+-  j  (  .r-  -H  r-  )om  dm. 

Supposons  que  la  modification  soit  produite  à  partir  d'un  étal  où  le 
fluide  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  l'axe 
des  ^;  alors,  pour  tous  les  éléments  dm,  co  a  la  même  valeur  Woî  sup- 
posons, en  outre,  qu'en  cette  modification,  M  doive  garder  une  valeur 
invariable;  nous  aurons  l'égalité 

(7)  2co„  /  (^xox-\-)'oy)din  -t-  /  (x'-  +  y" )ci(<y  dm  =  o. 
Considérons  maintenant  la  quantité 

(8)  \\=.\ft^\x'-^y^)dm. 

Dans  une  modification  quelconque  du  mouvement,  cette  quantité 
éprouve  vme  variation 

(  9)  o\\  =  /  w -  (  X  ox  -h y  oy)  dm  -h      m( x-  +  y-  )  oco  dm . 

Si  l'état  initial  du  système  est  un  état  de  rotation  uniforme,  de 
vitesse  angulaire  to„,  autour  de  l'axe  des  z,  cette  égalité  devient 

(10)  oW  =  toi  /  (x  ex  -h  y  oy)d//i  -+-  co,,  /  ix'^  -\-  y-)  oco  d/Ji. 

Si,  en  outre,  le  moment  M  de  la  quantité  de  mouvement  est  supposé 
invariable,  on  a  l'égalité  (7),  et  l'égalité  précédente  devient 

(11)  oW  =  —  coj;  /  (x  ùx  -{-y  oy  )  dm 

ou,  selon  (2), 

(12)  o^\  =;  —  f/5,.. 
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Dès  lors,  on  voit  que  la  condition  (3)  peut  être  remplacée  par  la 
suivante  :  Pour  qu'un  système  animé  d'un  momement  de  rotation 
uniforme,  de  vitesse  angulaire  Wo,  autour  de  l'axe  des  z,  soit  en 
équilibre  relatif  dans  un  certain  état,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
l'égalité 

(i3)  f/f^— o( -7-1- ^^"")  =  o 

en  toute  modification  virtuelle,  imposée  au  système  à  partir  de  cet 
étal,  qui  laisse  invariable  la  température  de  chaque  élément  dm  et 
qui  peut,  pour  chacun  de  ces  éléments,  faire  varier  o),  tout  en  lais- 
sant invariable  la  quantité  M. 

2.  Critérium  de  stabilité  de  l'équilibre  relatif. 

Supposons  maintenant  que  les  forces  extérieures  appliquées  au 
système  admettent  un  potentiel  i2  : 

(.4)  ^<?,=  -^i2. 

cas  auquel  Tégalilé  (i3)  pourra  s'écrire 

(i5)  G$  =  o(,f -f-ii  +  ^V)  =  o, 

en  posant 

(i6)  $  =  .7-^iî  +  ^V. 

Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  l'état  d'équilibre  relatif  considéré  fait  prendre  à  la  gran- 
deur $  une  valeur  minimum  parmi  toutes  celles  qu'elle  peut  pr-endre 
en  des  états  voisins  du  système,  oit  chaque  élément  a  la  même  tem- 
pérature et  où  la  quantité  M  a  la  même  valeur,  l'équilibre  relatif 
est  stable  pour  tout  dérangement  initial  qui  n'altère  ni  la  tempéra- 
ture de  chaque  élément,  ni  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement, 
et  sous  la  condition  que,  pendant  le  mouvement,  chaque  élément 
garde  une  température  invariable. 
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Dans  cet  énoncé,  deux  états,  susceptibles  de  coïncider  par  une 
simple  rotation  autour  de  Taxe  des  z,  ne  sont  pas  considérés  comme 
deux  états  distincts,  mais  comme  un  même  état. 

La  grandeur  $  n'étant  déterminée  qu'à  une  constante  près,  nous 
pouvons  déterminer  cette  constante  de  telle  sorte  que,  dans  l'état 
d'équilibre  considéré,  $  =  o. 

Donnons  au  système  un  dérangement  initial  soumis  aux  conditions 
indiquées  dans  l'énoncé;  les  grandeurs  ^,  i2,  W,  $  prennent,  à 
l'instant  ^,,  à  la  suite  de  ce  dérangement,  des  valeurs  J,,  O,,  W,,  $,  ; 
la  vitesse  ç,  qui  était  rtullc  dans  l'état  d'équilibre  relatif,  prend  une 
valeur  ç,  et,  selon  les  égalités  (4)  et  (8),  la  force  vive  initiale  a  la 
valeur 

(1.7)  t,^\\,+  '-j'o;d'». 

Durant  le  mouvement  pris  par  le  système  à  partir  de  cette  pertur- 
bation, la  température  de  chaque  élément  de  masse  dm  demeure 
invariable;  dès  lors,  nous  pouvons  écrire,  à  chaque  instant  t  de  ce 
mouvement, 

(18)  .f  ^-i:i  +  (^;  =  i,  +  ii,  +  i^;, +  0, 

0  étant  le  travail  effectué  par  les  actions  de  viscosité  entre  l'instant  (,, 
où  la  perturbation  a  pris  fin,  et  l'instant  considéré  /. 

En  vertu  des  égalités  (4),  (8),  (16)  et  (17),  cette  égaUté  peut 
s'écrire 

4>  -f-  ^  I  Z'-  dm  z=  (I),  +  A   /  c.;  dm  -+-  0 
ou  bien  encore 
('9)  ^-i- ^ffdm  —  ^  =  (p,+ ^  fr^-^dm. 

En  outre,  comme  les  actions'extérieures  auxquelles  le  système  est 
soumis  sont  supposées  de  moment  nul  par  rapport  à  O^,  le  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  du  système  par  rapport  au  même  axe 
demeurera  égal  à  M. 

Nous  allons  rapporter  chaque   point  matériel  à  des  coordonnées 
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(|iii  ne  cliaiijj^cnt  pas  lois(jue  le  svslèine  suhit  une  rolalioii  d"enseiiil)lo 
autour  de  Taxe  des  z,  une  telle  rotation  étant  considérée  comme  ne 
cliangcanl  en  rien  Tétai  du  système. 

Les  coordonnées  que  nous  adopterons  sont  les  suivantes  : 

La  coordonnée  r; 

I^a  distance  /•  =  (■''■''  +  >'")"  <"i  ^nxc  des  z; 

1/angle  ']/  que  fait  un  plan  passant  par  l'axe  des  r  et  le  point  maté- 
riel considéré  avec  un  plan  passant  par  Taxe  des  z  et  un  point  matériel 
choisi  une  fois  pour  toutes. 

Désignons  par  /„,  '|„,  ;„  les  coordonnées  d'un  point  de  la  paiti- 
cule  dm  dans  l'état  d'écpiilibre  relatif; 

Par  /■,,  '^i,  c,  les  coordonnées  de  la  même  nuisse  matérielle  à 
l'instant/,;  par  w,  sa  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  O"  au 
même  instant; 

Par  /•,  '\i,  z  les  coordonnées  du  même  élément  à  un  instant  ipiel- 
conque  (:,  par  w  la  vitesse  angulaire  de  rotation  au  même  instant. 

Soient  £,  a,  •/,  'C,/,  des  cjuanlités  positives  quelconques. 

Nous  allons  prouver  que  l'on  peut  choisir  pour  £,,  t,,  y, ,  l,,./.  <i'^'^ 
valeurs  positives  si  petites  que  les  conditions 


(20) 


j    JOJ,  —  CO„i<£,,        |9,|</,,        |/-,-/'ol 

1  \'h  —  '\'o\<'/."     l-.-=oi<^. 

ntraînent  nécessairement  les  inégalités 


/  ]  oj  —  a)„|  dm  <^  î, 

/  I  '■  -   '"o  I  fl>"  <  ^> 

(21)  {    f\-i'  -■\>o\dm<:y, 

f\z  -  z,\dm<^l, 
f\-,\dm<J\ 

quel  que  soit  l'instant  /,  postérieur  à  /,,  que  l'on  considère. 
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Il  est  clair  que  la  proposition  énoncée  sera  vraie  a  fortiori  si  Ton 
remplace  pour  la  démonstration  les  quantités  £,  cr,  y,  "(  par  des  quan- 
tités positives  plus  petites;  or,  comme,  par  hypothèse,  pour 

(22  j  o)  ==  co„,  /•  =  r„,  ■]/  =  'lo,  :;  =  -„î 

<!>  atteint  une  valeur  minimum  parmi  toutes  celles  qui  correspondent 
à  la  même  valeur  de  M  et  que  cette  valeur  minimum  est  nulle,  on  peut 
toujours  prendre  pour  c,  cr,  y,  "C,  des  valeurs  positives  assez  petites 
pour  que  Ton  soit  assuré  d'avoir 

tI>>o 
toutes  les  fois  que  Ton  a,  avec  la  valeur  considérée  de  M, 
/  ]  co  —  co„]  c/i?i'St, 
r  —  /•„  I  ci/nS'y, 

y  I '1  -  loi '/«'$•/., 

j  \  =  -  :A(f'"i'C, 

sauf  dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  égalités  (22)  seront  simulta- 
nément vérifiées  pour  toutes  les  masses  élémentaires  du  système. 

Supposons  £,  a-,  y,  '(  choisis  de  la  sorte. 

Considérons  Fensemble  des  valeurs  prises  par  $  dans  les  divers 
états  E  du  système  que  définissent  les  conditions  suivantes  : 

Le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à  Oz  est 
égal  à  M  ; 

L'une  au  moins  des  égalités 

/  I  O)  —  w„  I  d'/)/  =  £,  /  I  ?  I  '^"'  ^^/"î 

y  I  /•  —  /•„  I  dm  =  C7,  /  1  •}  —  '|o  !  ff">  =/.,  /  I  -  —  -0 1  '•//«  =  'C 

est  vérifiée. 


f 
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Celles  de  ces  égalités  qui  ne  sont  pas  vérifiées  sont  remplacées  par  les 
inégalités  (21)  qui  leur  correspondent. 

L'ensemble  de  ces  valeurs  de  $  admet  forcément  une  limite  infé- 
rieure positive  P. 

On  peut  toujours  supposer,  tout  d'abord,  que  l'on  ait  pris  pour  £,, 
/i<  ^1?  /,n  ^1  des  quantités  assez  petites  pour  que  l'on  ait 

/  I  oj,  —  w„|  dm  <;  î. 

j  \'\  -  '\  !  (t'»  <  T, 

Dès  lors,  à  aucun  moment,  Tune  tlos  inégalités  (21)  ne  pourra  cesser 
d'être  vérifiée,  à  moins  qu'à  un  instant  /,  compris  entre  l'instant  t,  et 
ce  moment,  le  système  n'ait  passé  par  un  des  états  que  nous  avons 
désignés  par  !■].  Il  suffit  donc  de  prouver  que  l'on  peut  prendre  £,,  cr,, 
■/,,  s.,/i  assez  petits  pour  qu'à  aucun  instant  /,  postérieur  à  /,,  le 
système  ne  puisse  atteindre  un  état  E;  et  pour  cela,  il  suffît  de  démon- 
trer qu'on  peut  prendre  ces  quantités  assez  petites  pour  qu'à  aucun 
instant  /,  postérieur  à  /,,  $  ne  puisse  atteindre  la  valeur  P. 

Or  cela  est  évident. 

On  peut,  en  effet,  donner  à  ces  quantités  des  valeurs  assez  petites 
pour  que  l'on  ail 

Alors,  si  à  un  instant  t,  postérieur  à  /,,  $  pouvait  atteindre  la 
valeur  P,  le  premier  membre  de  l'égalité  (19)  serait  au  moins  égal 
à  P,  tandis  que  le  second  membre  serait  inférieur  à  P;  l'égalité  (i<)) 
ne  pourrait  donc  avoir  lieu. 
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3.  Variation  première,  pour  une  masse  fluide, 
de  la  fonction  (W-i-J-i-u). 

Nous  nous  proposons  d'appliquer  cette  proposition  à  une  masse 
fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  recherclier  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  la  fonction 

prenne  une  valeur  minimum  parmi  celles  (pii  peuvent  correspondre  à 
une  même  valeur  de  M. 

Si  Ton  désigne  par  S  la  surface  qui  limite  le  système,  par  «^  la  nor- 
male à  cette  surface  vers  Textérieur  du  fluide,  par  Dx,  Dy,  Dz  les 
composantes  du  déplacement  virtuel  d'un  point  de  la  surface  S;  si 
l'on  pose 

(23)  i  =  cos (//,.,  x)  D.r  'h  cos(/?,,,  j)Dv  +  cos(/?e,  -)  D;; 

enfin,  si  l'on  désigne  par  rfe  un  élément  du  volume  occupé  par  le 
système,  on  a,  en  appli(|uant  le  procédé  d'Ostrogradsky  à  l'éga- 
lité (5), 

(24)  oM  =   /  (x-  -hy-)  {po(M  -h  oj  oo)dm  -h  /  (j;-  -i- j)--)pwAf/S, 

la  première  intégrale  s'étendant  au  volume  du  système  et  la  seconde  à 
la  surface  qui  le  termine. 

La  même  méthode,  appliquée  à  l'égalité  (8),  donne 

(25)  SW  =  / Lûix"^  +  >■")  (p  '^w  -f-  ^  op  w/ra  +  \  i  {x-  +  j-)pw'A<r/S. 

Ces  égalités  sont  générales;  mais  si,  avant  la  variation,  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  w  a  la  même  valeur  Wo  pour  tous  les  points  du 
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système,  on  pciil  écrire 

( 26)     o^S  =-'^  \\x-  4-  v-^ )  op  rfcT  -  ^y"(x--^  +  y- ) pi  dS  +  w„ oM 

et,  si  M  est  assujetti  à  demeurer  invariable  dans  la  modification  con- 
sidérée, 

louant  à  o(-î-f-  Q),  son  expression  a  été  donnée  ailleurs  ('  ),  sons 
la  condition  que  la  température  du  fluide  soit  uniforme.  Supposons, 
pour  simplifier,  que  la  variable  ^,  introduite  en  cet  endroit,  ninter- 
viennc  pas.  Nous  aurons,  en  désignant  par  V  la  fonction  potentielle 
intérieure,  par  U  la  fonction  potentielle  extérieure,  par  A>  Vactioii 
compiitnantc, 

(  g(#  +  O)  =       /" [^  (f "0  +  V  +  u  -  P.I.J  op  rfe 


-j[?(V. 


U  +  'O  +  PJArfS. 


L'égalité 

(i5)  ^(^  +  ^Y^a)=:,o 

devient  alors 

i  r[j^(?o+v-i-u-p.^-^(x=+;.oi^?'/- 

I     +  j  jp|^v -h  u  +  r -  ^ (-i-^ +>")J  +  pj-^f/s  =  o. 


(  '  )  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d' une  masse  Jluide  dont  les  élénieiils  sont 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles  [égalité  (3i)].  {Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  5'  série,  t.  III,  p.  iSg;  1S97.) 
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Celte  égalité  (3o)  doit  avoir  lieu  sous  les  deux  conditions  suivantes  : 
I"  La  masse  du  fluide  demeure  invarial)lc  : 

2"  La  quantité  M  garde  une  valeur  invariable,  ce  qui  peut  s'écrire, 
en  vertu  de  Tégalité  (24), 

l  co„  /  (x-  -+-  y-  )  op  dtn  -+-  co„  /  p(x-  -+-  r-)A  f/S 
(3i)  ^'  ^     ' 

(  ~^  I  p  ^^'  "^  y')  °*-"^  ^^^  ~  "• 

Mais  il  est  inutile  de  mentionner  cette  dernière  condition  ;  en  eilél, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  op  en  chaque  point  du  volume  fluide, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  A  en  cliaciue  point  de  la  surface  terminale, 
on  peut  toujours  choisir  la  valeur  de  ow,  qui  ne  figure  point  dans  les 
égalités  (29)  et  (3o),  de  telle  sorte  que  la  condition  (3i)  soit  vérifiée. 
On  retombe  alors  sur  un  problème  analogue  à  celui  que  nous  avons 
traité  dans  notre  écrit  précédemment  cité  et  l'on  parvient  au  résultat 
suivant  : 

//  existe  une  constante  G  telle  que  l'on  ait  : 

i"  En  tout  point  de  la  surface  terminale  du  fluide,  réi^alité 

(32)  p[v+  U  +  'C  -  ^  (•r=  + J=)]  +  P  +  pC  =  o; 
2"  En  tout  point  de  la  masse  fluide,  l'égalité 

(33)  ^ (pÇ)  4-  V  +  U  -  p.=u  -  ^  {■'^'-^y')  +  C  =  G. 

Ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  fluide, 
animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme,  soit  en  équilibre  relatif. 
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4.  Variation  seconde  de  la  fonction  (W+-i^-M2). 
De  régalitù  (24)  on  déduit 

0- M  :=        /  (x-  -h y')(p  0- co  +  2 op  ooi  -+-  to  0- p)  >hi 

+  2  /  (,*•-  +  y-)  (p  ooj  -I-  CD  op)A  f/S 

(34)    /  +/^|.,pco(.x-Dx-+.>'D/)  +  (a;=+/0 

x[^^^(pco)Dx  +  ^J»Dy+^(pcu)D-.];A./S 
+ /pw(x'--hj'-)D(Af/S). 

Dans  le  cas  où,  initialement,  oj  a  en  tout  point  la  même  valeiii"  co„, 

o-M  =  I  (x-  -{-y-){  po'-w  +  iopoiii)dxn 

-h(.o„J(x-  +  y-)o-p(l^ 

-h    2  I  (x--hy-)poLoldS  -+-  2coo  I  (x-  -hy-)op\dS 
H-œ„J  [2p(^-Dx+7Dj-) 

+  (^^  +  70(£D.r+|D>-4-;JîD.)]A./S 


(35) 


Si  la  variation  considérée  est  assujettie  à  laisser  M  invariable,  (ui 
devra  avoir 


(36) 


â-M  =  o. 


EQUILIBRE    RELATIF    D  U>'E    MASSE     FLL'IDE. 

Kii  parlant  de  régalité  (lij),  nous  trouvons 
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8'^  W  =  /  ( ■^-■'  +  /'  M  f  ( '^^) "  +  2  o)  op  oco  +  poj  0 -  w  +  —  0-  p    r/rrr 

+         /  (.f-  +_>'-)  (w- àp  4-  2pC0  OCi))Af/S 

(3:)    t  +      npco'(x'Dx^yDy) 

+ ^  [È  (?'''')^'-'  -^  é  ^'^'''^^^'  ^  ê  <  ?^'^^^  ï^-^]  !-^'^^ 

Dans  le  cas  où,  initialement,  co  a,  en  tout  point,  la  même  valeur  co^,, 

^^W=      yO^-+;-)p(âco)^ 

4-  co„  /  ( ,/■-  +  y-  )  (  2 op  ora  -t-  p  G-  co  -1-  ~  o"  p  )  cfo 

-I-      /  (.f-  +  y-  )  (  w„  op  +  2  p  ow) A  ^/S 
+      /    pw„ (x  D./;  +  j-  Dr  ) 

Si,  en  outre,  la  variation  doit  laisser  invariable  la  quantité  M,  cas 
auquel  l'égalité  (36)  est  vérifiée,  on  a 

I  û'  W  =  ^{x-  +  7- )  p  (  ow)-  dus  -'^  j  {X-  +  y-  )  ù'  p  ffo 

-  co;^,y|(,r^  -^y')  Jp  +  p(.r  D^-  +y  Dy) 

-^y'(.t;-+-/\)pD(df/S). 


(38) 


(39) 


Quant  à  Texpression  de  û-('T^  +  Q),  nous  l'avons  déjà  formée 
ailleurs  (')  sous  la  condition  que  la  température  du  fluide  soit  uni- 
forme; en  laissant  de  côté  la  variables,  introduite  en  cet  endroit,  et 
en  gardant  les  notations  qui  s'y  trouvent  employées, 

'  §2  (i  4-  (î)  =    f(Y  +  u  +  r  +  p  ^  -  f  ,1,^  0'  p  f/cT 


(1")  / 


X     2  03 


Dx+^D/-f-^D3)ArfS 


dr    -^       àz 

f[p(\+U  +  l)  +  P]D(\dS) 

I  p [( X, 4-  X,.) Dx  -+-  (  Y,  +  \\) Dr  +  ( Z ,  +  Z, ") D j ]  A  dS 


Ainsi  donc,  pourvu  : 

i"  Que  la  température  uniforme  du  fluide  demeure  constante  du- 
rant la  variation  virtuelle; 

2°  Que  la  quantité  oj  ait,  initialenienl,  la  même  valeur  w,,  eu  tous 
les  points  de  la  masse  fluide; 

3°  (^)ue  la  variation  virtuelle  laisse  invariable  la  ([uantité  M  ; 

nous  pouvons    écrire   les    expressions    (3c))  et  (40)  de  o-W  et  de 
o-(5^  +  ii);  en  les  réunissant,   nous  aurons  l'expression  de 


o-('J  -hO^-hW). 


Désignons  par 


X,=  w>, 


Y,.  =  w: 


ÛJS 


(')  Sur  la  atabilité  de  V  équilibre  d'une  masse  fluide  dont  les  êlémenls  sont 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles  [égalité  (57)].  {Journal  de  Mathématiques, 
h'  série,  l.  111,  p.  169;  1897.) 


X 
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les  composantes  du  cliamp  cciilrifuge,  cl  posons 
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(40  j 

Nous  aurons 

+  f  [v+u 


a;  =  X 
5-  =  Y 
t  =Z 


+  X,-f-X,, 
+  Y,  +  Y„ 
+  Z,  +  Z,. 


Y  ^-  U  4-  J  ( p  "0  -  P ^^  -  ~  (-i-'  +  r ) J  '^'  f  ffo  (  I  ) 


dp 

dp 
,} 


x(2op-^|^Dxh-|Dk  +  |d.)A./S 


(■-^) 


(42) 


+j\?\\  +  U  +  ;: -  ^(:.-^+j-)J  -t- p JD(A./S)  (3) 
+  f'^A?(^~'^^)]{hyà<^  (4) 

-  ("p  (.\.  Dx  +  .3-  Dj  +  i  Dr ^A  f/S  (5) 

+  2Y  (6) 

1  +y(.r=+/-)p(oco)^/cj  (7) 

La  masse  du  fluide  doit,  dans  la  modification  virtuelle  considérée, 
demeurer  invariable,  ce  c|ui  entraine  Tégalité  (3o)  et  celle-ci,  qui  s'en 
déduit  : 

/  2-  p  f/cT 

(43)  +/(.Sp-^grXr-^|D,-  +  |D.)A^S 

[      -H/^pD(Af/S)  =0. 

L'expression  (4^)  de  o-(j-i-  O  +  W  )  se  simplifie  beaucoup  dans  le 
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cas  OÙ  IV'lal  initial  de  la  masse  fluide  est  un  clat  d'équilibre  relatif;  dans 
ce  cas,  en  eflet,  les  égalités  (Sa)  et  (33)  transforment  les  termes  (i), 
(2)  et  (3)  de  l'expression  (42)  en 


ch 


+  -f^  Dx  +  ^  Dr  +  '^4  Dz  ]  AdS 

oc  ôy     -'  dz  ' 

+fpD(AdS)  J 

et,  en  vertu  de  Tégalilé  {Yi),  cette  dernière  expression  se  réduit  à  o. 
Si  donc,  à  partir  d'un  état  d'équilibre  relatif  où  tous  ses  points 
tournent  avec  la  même  vitesse  angulaire  to„  autour  de  l'axe  des  z,  une 
masse  fluide  éprouve  une  Aariation  virtuelle  qui  laisse  invariable  la 
température  de  chaque  élément  et  qui  ne  change  pas  la  valeur  de  la 
quantité  M ,  on  a 

0'  (é  +  a-h  ^^")  =     f(.v'  +  y-  >  =  (  ow  )'  rte 
(44).,  +/,^[p(r-..)](îf)=.fe 

1  -  fç(x.Bx-h:r  Dy  +  i  D r ) A  clS 

+  2Y. 

Les  vai'iations  qui  figurent  au  second  membre  sont  liées  par  les 
conditions 


(3o)  fipdTr.^fz\dS  =  o, 

/  (.r-  -+-  y-)  p  oco  f/ra  =  o. 


j  oM  =  co„  r  f(x-^  +  y^-  )  ^.z  drr.  4-  f{x^-  +  j.-  )  ,cA  ds\ 
('|3)    \  ' 
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5.  Conditions  pour  que  la  fonction  (i+o  +  W)    soit  un  minimum. 

Pour  que,  dans  l'état  d'équilibre  inilial,  la  fonclion(j?+  ù-h^\) 
ait  une  valeur  minimum  parmi  toutes  celles  qu'elle  peut  prendre  sans 
que  la  température  de  chaque  élément  éprouve  aucun  changement  et 
sans  que  la  valeur  de  M  éprouve  de  variations,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
second  membre  de  l'égalité  (44)  soit  positif  toutes  les  fois  que  les  éga- 
lités (3o)  et  (45)  sont  vérifiées. 

Quelques  propositions  s'aperçoivent  immédiatement  et,  en  premier 
lieu,  celle-ci  : 

Pour  que  la  foriclion  (j  +  i2-f-  W  )  soil  minimum  dans  les  condi- 
tions indiquées,  il  sunir  que  l'un  ail 

{'\^>)  f^. [P(C -  A,)](o»^ffe -  fp(,x.dx  +  :jdy^^^d:.)ldS  +  2 Y>o 

e/i  toute  iHiriation  virtuelle  où  l'on  a 

(4:)  Af  cfe  +  I  pldS  =  o. 

Dans  le  cas  où  les  divers  éléments  du  fluide  n'exercent  l'un  sur 
l'autre  aucune  action  et  où,  par  conséquent,  »,i>  =  o,  Y  =  o,  nous 
savons  (')  remplacer  cette  condition  par  d'autres.  Si  Ton  tient  compte 
de  ces  résultats  et  de  ceux  cpii  ont  été  établis  au  §  2  du  présent  écril, 
on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Considérons  une  masse Jluide  dont  les  divers  éléments  n'exercent 
les  uns  sur  les  autres  aucune  action;  supposons  que  tous  les  élé- 
ments qui  forment  cette  masse  tournent  avec  une  même  vitesse 
angulaire  autour  de  Vaxe  des  z  et  que  la  masse  Jluide  soit  en  équi- 
libre relatif;  cet  équilibre  sera  assurément  stable  pour  tout  déran- 

(')  Sur  ta  stabilité  de  l'équitibre  des  corps  flottants,  Cliap.  I,  §  o  et  7 
{Journal  de  Mathématiques,  5"  série,  t.  I,  p.  i3i;  iSgS). 
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gCîDcnl  (jui  n'allcrr  pas  Ir  iituiitciit  de  ht  f/aaiililc  de  niouvcinont,  si 
les  deux  conditions  sui\cmtrs  sont  remplies  : 
1°  La  quantité 

(48)  |,(fr) 

n'est  n(}gati\e  en  aueun  point  de  la  niasse  fluide;  les  points  où  elle 
est  nulle  ne  forment  pas  un  domaine  continu  à  trois  dimensions. 
2"  La  quantité 

(49)  3lv  =  -\-  cos(«,.,  .r)  +  -J  cos(«t,,  _>')  +  i  cos(«ç,  :■) 

n'est  posiln-e  en  aucun  point  de  la  surface  libn-  du  fluide  ;  les  points 
où  elle  est  /tulle  ne  forme/tt  pas  sur  cette  sur  face  une  aire  co/ttinw. 

Il  esl  peniiis  de  supposer  que  l'on  a,  imi  Icml  poini  de  la  masse 
iluidc, 

oco  ^  o  ; 

mais  alors  la  condilioii  (  1  >)  exige  que  Ton  ail  réi;alilé 

(50)  /  (■^■"■'  +^'')  5p  dir,  -h  /  (.X--  -+-}■-)  pi  dS  =  o. 

Ou  voil  donc  que,  pour  que  la  fonction  <I>  =  J'  4-  Q  -t-  ^\  ait  une 
valeur  miitimitm  dans  les  condilions  indiquées,  il  est  nécessaire  que 
l'on  ait 

(^1)      i 

toutes  les  fuis  que  l'oit  a  les  deii.r  é^alitt'S 

(3o)  l'opdt^^  l'pXdS^^o, 

(5o)  I  (■L---hy-')of,d^  -+-  I  (./;-+ j-)cAi'/S  =  o. 
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Pour  que  celle  condition  soit  remplie,  certaines  autres  conditions 
sont  nécessaires;  elles  peuvent  être  établies  suivant  des  raisonnements 
cjuc  nous  avons  indiqués  ailleurs  (')  et  qu'il  suffit  de  modifier  très 
légèrement. 

Parmi  ces  conditions  nécessaires,  celles-ci  sont  loiit  à  fait  g(''né- 
rales  : 

r^  La  quanti  le 

ne  doit  être  négative  en  aucun  point  de  la  masse  fluide; 

2"  La  quantité  3^^,  définie  par  l'égalité  (/19),  ne  doit  être  posi- 
tive en  aucun  point  de  la  surface  du  fluide. 

Lorscpie  les  divers  éléments  de  la  masse  fluide  n'exercent  les  uns 
sur  les  autres  aucune  action,  on  peut  trouver  les  conditions  néces- 
saires et  suflisantes  pour  cpie  l'inégalité  (5i)  soit  conséquence  des 
égalités  (3o)  et  (5o);  ces  conditions  sont  les  suivantes  : 

i"  La  quarUité 

n'est  négative  en  aucun  point  du  fluide;  les  points  oii  elle  est  nulle 
ne  peuvent  remplir  un  volume  d'une  manière  continue; 


(')  Sur  ta  stabililé  de  V  équilibre  d' une  masse  fluide  dont  les  éléments  sont 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  §  4  {Journal  de  Matliématiques  pures  et 
applif/uéps,  5"^  série,  l.  lit,  p.  17^;  1897).  La  fonclion  u  iiiUodiiite  à  la  p.  17.5 
devra  être  soumise  non  aux  conililions  (64)  el(65),  mais  aux  coïKJitions 


u  dif 


/  (.r--h  y-)u  di\'^  o. 


De    même,    la   fonclion    u  introduite  à   la  p.  177  devra  être  soumise  non   aux 
conditions  (68)  et  (69),  mais  aux  conditions 


I  u  (h  z^  o,  I   (  i--  -(-  >■-  )  (/  c/t  =:  o. 


La  condition  indiquée  sous  la  ruljrique  2°,  à  la  p.  17.5  et  à  la  p.  (7-,  doit  èlre 
supprimée  aussi  bien  dans  l'écrit  auquel  nous  renvoyons  eii  ce  moment  que  dans 
le  présent  écrit. 


33o  p.     DUIIEM.     —     ÉQUILIBRE    RELATIF    D  UNE    MASSE    FLUIDE. 

1"  La  quanlitc  X^  n'est  positive  en  aucun  point  de  la  surface 
libre  du  fluide;  les  points  de  cette  surface  où  elle  est  nulle  ne 
peuvent  remplir  une  aire  d'une  manière  continue. 

Ces  conditions  sont  identiques  aux  conditions  suffisantes  trouvcos  il 
y  a  un  instant.  Donc,  dans  le  cas  où  les  divers  éléments  du  luiide 
n'agissent  pas  les  uns  sur  les  autres,  nous  connaissons  les  conditions 
nécessaires  et  su (fisantes pour  que  l'état  d' équilibre  relatif  corres- 
ponde à  une  valeur  minimum  de  (S  -\-  ù-i-  ^\  )  parmi  toutes  celles 
que  cette  quantité  peut  prendre  sans  changement  dans  la  tempéra- 
ture des  divers  éléments  et  sans  variation  de  M. 

Ce  que  nous  avons  démontré  au  §  2  nous  permet  d'affirmer  que 
Féquilibre  relatif  est  certainement  stable  pour  tous  les  dérangements 
qui  n'altèrent  ni  la  température  T  de  chaque  élément,  ni  la  valeur  de  M 
lorsqu'il  fait  prendre  à  l'expression  $  =  J  -f-  i2  +  W  une  valeur  mini- 
mum parmi  toutes  celles  qui  correspondent  aux  mêmes  valeurs  de  T 
et  de  M.  Mais  nous  n'avons  pas  démontré  la  réciproque  de  ce  théo- 
rème; nous  n'avons  pas  démontré  que  O  devait  nécessairement,  en 
l'état  d'équilibre  relatif  considéré,  prendre  une  telle  valeur  minimum 
si  l'on  voulait  que  cet  équilibre  fût  stable. 

On  sait  quelles  difficultés  rencontre,  dans  le  cas  de  l'équilibre 
absolu,  la  démonstration  de  cette  réciproque;  les  difficultés  ne  sau- 
raient être  moindres  lorsqu'il  s'agit  de  l'équilibre  relatif.  Nous  nous 
contenterons  donc  de  postuler  ici  la  légitimité  de  cette  réciproque,  légi- 
timité que  l'étude  des  petits  mouvements  rend  très  vraisemblable. 

Moyennant  ce  postulat,  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour 
que  $  soit  minimum  en  l'état  d'équilibre  relatif  considéré  et  sous  les 
conditions  indiquées  se  transforment  en  conditions  nécessaires  pour 
la  stabilité  de  cet  équilibre;  alors  sont  légitimées  les  conclusions  que 
nous  avions  formulées  autrefois  ('  ). 


(')  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide  dont  les  éléments  sont 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  §  8  {Journal  de  Mathématiques,  5"^  série, 
t.  III,  p.  1 89;  1897). 
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Sitr  les  groupes  (juatenudres   réguliers  ci  ordre  fini. 
Premier   Mémoire   :    Généralités   et  groupes   décomposables ; 

l»AR  M.  Léon  AUTOIVIVE. 


Introduction. 
Nommons  : 

I"  Substitution  «  —  aire   {binaire,    ternaire,  quaternaire,   etc.) 
la  siil)slitiilioii  linéaire,  liomogène,  entre  les  n  variables  Zj, 


-j^  ajk  :■>.  ,  avec         y ,  A  =  i ,  2 ,  . . . ,  // 


«u,\ 


^"■- 


■2°  ©„,  le  groupe  des  s„; 

S"  G„,  tout  groupe  d'ordre  fini  contenu  dans  (6,,; 

4"  n„,  le  problème  qui  consiste  à  construire  les  différents  G„. 

Le  problème  U^  est  résolu  depuis  longtemps  par  MM.  Klein,  Gor- 
dan  et  Jordan. 

Ha  a  été  résolu  par  M.  Jordan  au  Tome  84  du  Journal  de  C relie. 

M.  Jordan  a  montré  aussi  (Mémoire  précité  et  Mémoire  couronné 
par  l'Académie  de  Naplcs)  que  tous  les  G„  appartiennent  à  un  nombre 
de  types  limité,  pour  n  donné.  Abordant  ensuite  la  solution  de  H,,, 
M.  Jordan  l'a  poussée  assez  loin  et  ne  s'est  arrêté  qu'au  seuil  d'une 

Jouni.  de  Maïk.  (h'  série),  tome  VU.   —   Fasc.  IV.   1901.  -1^ 
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discussion  aritluiiolique,  où  il  y  avait  des  cas  parliculiers  à  examiner 
par  milliers. 

Le  problème  II.;  général  défiera,  à  mon  avis,  encore  longtemps  les 
efforts  des  géomètres.  Aussi  le  présent  travail  apporte-l-il  simplement 
une  contribution  à  l'étude  de  certains  G,,  que  j'ai  nommés  réguliers. 
Ils  ont,  pour  propriété  caractéristique,  l'existence  d'un  invariant 
absolu  commun. 

Si  les  z  sont  envisagées  comme  des  coordonnées  bomogènes  d"un 
point  dans  l'espace,  les  quaternaires  régulières  ont  pour  invariant  com- 
mun un  certain  complexe  linéaire  de  droites,  le  complexe  capital. 

On  trouvera  dans  mes  Mémoires  Sur  l'équation  dijférentielle 
du  premier  ordre  insérés  au  Journal  de  l'École  Polytechnique 
(!'<'  série  :  61%  62%  63%  64«  Gabiers;  a''  série  :  2-=  et  3"=  Gabiers;  et 
aux  Annales  de  VUniversité  de  Lyon  (1892),  une  étude  géométrique 
détaillée  des  régulières,  d'ordre  fini  ou  infini. 

Je  fais  aussi  usage,  dans  les  présentes  recbercbes,  des  mêmes  consi- 
dérations géométriques,  qui  abrègent  beaucoup  les  discussions  de 
pure  algèbre. 

M.  Jordan  dit  qu'un  groupe  G„  est  décomposable  dans  l'éventualité 
suivante  :  les  n  variables  s,  convenablement  choisies,  peuvent  se 
répartir  en  systèmes  s,  contenant  cbacun  un  nombre  de  z  marqué  par 
le  deg7-é  du  système  ;  alors  toute  s„  de  G„  remplace  les  variables  d'un 
quelconque  parmi  les  systèmes  s  par  des  fonctions  linéaires  et  bomo- 
gènes des  variables  d'un  autre  système  s'.  Suivant  la  terminologie 
adoptée,  s„  fait  succéder  s'  à  s.  Il  est  évident  que  s  et  s' sont  du  même 
degré. 

Dans  le  présent  Travail,  après  quelques  explications  générales  sur 
les  groupes  quaternaires  G.,  réguliers  et  d'ordre  fini,  je  construis  tous 
les  G^  décomposables. 

Gette  recbercbe,  comme  on  le  voit  au  cours  du  présent  Travail,  se 
ramène  aux  principes  de  M.  Jordan  par  une  discussion  géométrique 
relativement  facile.  Par  contre,  comme  le  montrera  un  Mémoire  ulté- 
rieur, la  construction  des  groupes  indécomposables  exige,  en  outre, 
des  méthodes  spéciales. 

Voilà  pourquoi  la  matière  du  présent  Travail  est  nettement  cir- 
conscrite. 
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En  ce  qui  concerne  les  groupes  décomposables,  voici  réniiniéralion, 
pour  un  choix  approprié  de  variables  : 

On  trouve  d'abord  deux  types  à  existence  évidente  a  priori. 


Gi  provient  de  régulières 


•'", 

«nf. 

+  a, 

.•T., 

Xo 

a.,,x, 

+  a.. 

)./;., 

1,= 

■^■:i 

«3  3-ï'3 

+  «3 

',■»', 

X, 

«13 -^3 

+  a, 

,.r, 

f'M 

«12 

«33 

«M 

«2  1 

«2  2 

«■,3 

«Il 

où  les  groupes  P  et  Q  dérivés  respectivement  des  binaires 

t     f"     "-^ 

\«13         «U/ 


«  I  I  «  I  2 

«2  1  «22 


sont  d'ordre  fini. 


II. 


On  combine  un  groupe  Jt  du  type  I  avec  une  régulière  unique 


X, 

b,^x 

-hb, 

X, 

x^ 

Ik^,x, 

-h  bo.,x^ 

Ift)  = 

X, 

b^.x 

-h  b,.,x., 

X,  ■_ 

f>,,x, 

-h  b.,,.X2 

*.3 

^<' 

^3  1 

^3  2 

h. 

b,,, 

^^.,1 

b:. 

%  est  permutable  à  ifc.et  contient  ift.^.  Les  groupes  P  et  Q  ci-dessus 
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sont  transformés  l'un  dans  l'autre  par  les  liinaires 


\b..,     h.... 


el 


/>,,,     h... 


Viennent  ensuite  deux  types  qui  admettent  une  (|uadri(jue  inva- 
riante, x,.i:.,  —  -v^x^  =  o. 

III. 

Le  groupe  provient  de  régulières 


X  = 


a,,x. 


a , , ./;. 


pOi^X.,  -hpa,  ,X^ 


le  groupe  binaire  des  substitutions 


=  racine  de  l'unité, 


«Il  «I3\ 


étant  d'ordre  fini. 


IV 


Le  groupe  s'obtient  en  combinant  un  groupe  51  du  type  III  avec 
une  régulière  unique 

-,  f>,,x.,+    l>,,x, 

;.,  ih^..x,  -f-  ah.^x. 


ilî, 


l>,,x,-i-    h^.,x, 


^12         ^11 
^3  2         ^3  1 
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^  contienl  m-  et  csl  pcrmutahlc  à  u'o. 

Le  dernier  type  de  rénuinéralion  est  d'ordre  quarante-liiiil  et  iso- 
morphe au  groupe  général  des  déplacemenls  entre  qnalrc  lettres. 


V. 


Le  groupe  s'oluienl  en  transformant  le  groupe  irrégulier  dérivé 
des  trois  sujjstitutions 


(/■^+r  =  o), 


]iar  la  substitution 


-f-  -.r.    -F-  ~.X, 
+  tO./v.-HtO-,/;,, 


;]t^  =  o-  0%  0  =  .^^  ;, 


(jui  réintroduit  les  variables  a;,  analogues  à  celles  des  quatre  premiers 
types. 

On  voit  que  (sauf  pour  le  type  V,  dont  la  structure  est  parfaitement 
déterminée)  dans  l'expression  des  groupes  décomposables  ne  figurent 
jamais  que  des  groupes  binaires  et  jamais  ternaires.  Ce  résultat  est 
précieux  et  voici  jîourquoi  :  en  vertu  des  méthodes  de  M.  Jordan,  la 
discussion  des  groupes  indécomposables  est  fondée  sur  celle  des 
groupes  décomposables.  On  se  trouve  donc  affranchi,  pour  le  pro- 
blème général  des  G.,  réguliers,  de  l'incertitude  qui  subsiste  encore 
sur  la  liste  complète  des  groupes  ternaires  d'ordre  fini. 

Un  travail  ultérieur  sera  consacré  aux  groupes  réguliers  d'ordre 
fini  indécomposables  ou  généraux. 
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CHAPITRE  I. 

RÉGULARITÉ    ALGÉBRIQUE. 

l.  Considérons  une  substitution  s„  linéaire  n  —  aire  (binaire,  ter- 
naire, quaternaire,  . . .  ),  c'est-à-dire  à  n  variables  homogènes,  savoir  : 


^i    ^Cij. 


(>,J,  =  1,2,...,  n), 


le  déterminant  des  n-  constantes  a,y  étant  ^  o. 
Je  nommerai  A  ^^^  o  ce  déterminant  et  poserai 

A    -  '^'^  . 

Pour  plus  de  commodité,  dans  divers  cas,  on  désignera  s„  par  plu- 
sieurs notations  différentes  : 

s„=( j  =  («-7)- 

\a„,      a„o     ...     a,,,,/ 

Si  Ton  nomme  ««[P]  ce  que  devient  par  l'effet  de  s„  une  fonction 
homogène  P  des  a?,,  on  aura 

j 
et  l'on  pourra  écrire 

*«  ^^^  I  ^i        *«  l"*^'  J  r 

2.  Nommons  transposée  s\^  de  s„  la  substitution 
Soient  .V=  et  Dî,  deux  5„  quelconques,  on  vérifiera  sans  peine  que 

(._iU'ift,)'=  "A,'  A>' 
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la  transposée  d'un  produit  est  identique  avec  le  produit  des  trans- 
posées des  facteurs  pris  en  ordre  inverse. 

Par  suite  (.V)~'  =  (-A.-'  )'  :  la  transposée  de  l'inverse  est  l'inverse 
de  la  transposée. 

C'est  d'ailleurs  évident,  car  si  =1,  =  («,;),  on  a 

=^'    =(«;<),  A'"'   =(A-A,,), 

.i.,-  =  (A-'A,,),         (.!,-')'  =  (A- A,,). 

5.  Prenons  maintenant  une  quaternaire 

a,  =  (>,•;)        (/,y  =  i,  2,3,  4;, 

le  déterminant  A  des  a^j  étant  ^  o. 

Je  dis  que  X  est  régulière  si  .1,  admet  pour  invariant  la  forme  bili- 
néairc 


(■^7) 


j'.   y-i 


y-^  y:\ 


des  huit  quantités  quelconques  x,  et  y,.  Autrement  dit,  une  régulière 
doit  reproduire  {.vy)  à  un  facteur  constant  près. 
Cherchons  les  conditions  de  régularité. 

-i.   Avec  les  notations  du  n"  1,  on  a 

x{{xyy\  =^^j:iyj\a,ia.,j  -  a.,ia,j  -  a^ia,j  -h  a,ia,j\. 


Posi 


(^j) 


a,i     a.,j  I 
P'j  =  -  Pj 


•  (y)'  = 


avec  les  relations  connues 


o  =  (.2)(34)  +  (23)(i4)  +  (3i)  (24)  =  (i2)'(34)'  +  . . . 

(i2)(34)'-+-(23)(i4)'+(3i)(24)'  +  (i2)'(34)+(23)'(i4) 
-+-(3iy(24)=A. 


(0 
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11  viendra 

i      J 

Mais 

(■^7)  =2]  "./•>'.' 

avec 

u^  =  —  .x'o,  U;,  ^  X,,  //.,  =  .i-,.,  /rj  =  —  .r. 

On  doil  donc  avoir 

cest-à-dire  le  système 

(/;,,  +  M)./-,  4-    /'3, 

/),,  .f,  -I-  /;,3  X, 

y>, .,  .T ,  +  /Jo  1  "t'i  +  (  P^  \  -1-  -^I  )  "f 


.r,  +     /;, 

X,=  (), 

■r,+      p,: 

,             ,r.,  =  0. 

+  (>,:, 

-MVr,  =  .., 

Le  déterminant  des  coefticients  des  ./;  dans  le  système  (i)  es!  i^aiiclii' 
et  l'on  a 

«»  =  KPls  +  M)  (/>,,;,  -  M)  +  /-',:,/',,  +  /^,, /)..,, 

=  -  M=+  M (/?,,,  -  p.,,)  +  p„,  p„  +  •  • ., 

/J../>.3+---=!(i2)-(r2)'ij(34)-(34y^  +  -.- 
=      (i2)(34)+...+  (i2)'(34)'  +  ...-(>2H34)'-(i2:)'(:ii)--- 
=  - A. 

FinalemenI 

M--Mlv''+ A  =0 
avec 

K"  =.(12)- (34)- (■ii)'+(3V)'= /',.-/'.>• 

Les  qnalre  égalités  du  système  (i)  sont  des  identités  en  .r,  ;  il  vien( 

'^  =  P2^^  P>^  =  Pr<,  =P':  =  P-,<  +  !^I  =/'i:.  -    M- 
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On  tire  de  là 

j/,,,=  (i2)-(i2y=    Mj 

(/>...  =  (3-',) -(34)'=- M  i' 


(3) 


J(I2)'=(I2)-M| 

((34)'  =  (34)  + M)' 

(23)'=(23),        (i4)'=(i4), 

(3i)'=(3.),        (24)'=(24). 
L'égalité 

(.2)'(34)'+(23)'(.4)'+(3.)'(24)'  =  o 
devient 

o  =  [(,2)  -  M][(34)  +  M]  +  (23)(i4)  +  (3i) (24)  -  M(M  -  K), 
K  =  (.2)-(34). 

On  ne  peut  avoir  INI  =  o  puisque 

o  =  M- —M(p,2  — p.^.) -\- A         avec         A  :7^  o. 
Donc,  sous  le  bénéfice  de  (2), 

M  =  K,        p,,-  p,,,  =  2M,         ]\P  =  A, 
et,  sous  le  bénéfice  de  (3), 

(i2)'=(34),        (34)'  =  (i2). 
3.  En  résume,  les  conditions  de  régularité  sont 

(i2)'  =  (34),         (23)'=(23),         (3i)'  =  (3i   , 
(34)'=(i2),        (i4)'=(i4),     '    (24)'=(24). 

X  multiplie  l'invariant  (xy)  par  le  facteur 

K  =  (.2)-(34)  =  A% 

racine  carrée  du  déterminant  de  JU. 

6,   Nommons,  avec  M.  Jordan,  singulière  p,  toute  quaternaire  (^ou 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  VII.  —  Fasc.  IV,  1901.  47 
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même  loulc  />  —  aire)  ([iii  luulliplie  toutes  les  variables  par  un  iiièiuc 
facteur  p.  Toute  singulière  est  à  la  fois  régulière  et  échangeable  à  une 
quaternaire  quelconque. 

Si  la  régulière  .1,  =  («,7)  muUi|)lie  Tinvariant  (jry)  par  le  facteur 
Iv  [K-  =  A,  A,  =  déterminant  de  A-],  la  régulière  pA,  =  (pa,j)  niulli- 
piie  (xy)  par  p^K.  Le  déterminant  de  p=,l>est 

_  I  _  I 

Si  donc  je  choisis  pour  p  la  valeur  K   '  ou  A   ' ,  la  régulière  p  i.  aura 

la  double  propriété  : 

,  1°  D'avoir  l'unité  pour  valeur  du  déterminant; 

2°  D'admettre  (xy)  pour  invariant  absolu. 

Toutes  les  régulières  que  je  considérerai  dorénavant  posséderont, 

par  hypothèse,  les  propriétés  qui  viennent  d'être  dites.  On  supposera 

toujours 

K  =  (i2)-(34)-A  =  i. 

7.   En  définitive,  nous  écrirons  pour  conditions  de  régularité 

(o)  (■2)'=(34),         (23)'=(23),         (3i)'  =  (3i^   '. 

((34)'=(.2),  (,4)'  =  (.4),         (My=('A)  i 

Si  l'on  a  satisfait  aux  deux  dernières  équations  des  deux  dernières 
lignes  du  système  (o),  l'égalité  identique 

(i2)'(34y+(23)'(i4V-t-(3i)'(24)'=o 

se  réduit,  sous  le  bénéfice  de  (i2)(^3.'|)  +  .  .  .  =  o,  à  lidentilé 

(.2)'(34)'=(i2)(34), 

et  il  suffit  de  satisfaire  à  l'une  des  deux  premières  équations  des  deux 
dernières  lignes  du  système  (o)  pour  satisfaire  à  l'autre  équation. 
Les  sept  conditions  du  système  (o)  se  l'éduisent  à  six  distinctes. 
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La  régulière  générale  comporte  dix  paramètres;  il  y  a  dans  Tespatc 
cc'o  régulières. 

11  y  en  aurait  oc",  si  Ton  n'astreignait  plus  ry  à  être  un  invariant 
absolu. 

8.   Nommons  z  la  régulièi'c 

t-  =  I  ,r,  —  X-,  I  :=  singulière, 

et  cl,'  la  transposée  de  d,  (n°  2). 

Les  conditions  de  régularité  expriment  que 


A,'-'  =  i-\l>z  = 


a.,., 
a,., 
■  a  1 ., 


«., ,        —Cf., 


De 


a,  ,  +  «22  +  «33  +  «j  i  =  A,      +    .    .   .   +  A  ,,  i, 

et  l'équation  caractéristique 


M?)  = 


s,  =  a,  I  +  .  .  .  +  Cf.,,, 
est  réciproque. 


a,,  —  p      fl,2  «13  «I  -, 

f/.,  «22    —    ?  «23  «2  1 

«3  1  «32  «33    p  «3  1 

«Il  «  1  2  «  1  3  «  l  1   

—  S,  p^+  SoO-  —  S.|p  +  1  =  o, 

83  =  A,, +  .  .  .  +  A,,, 


9.  Si  deux  régulières  =1,  et  'li),  admettent  (xy)  pour  invariant,  il  en 
est  de  même  pour  le  produit  X'\ii,.  Donc  les  régulières  forment  un 
groupe,  le  groupe  régulier: 

Le  but  principal  de  ces  recherches  est  de  construire  les  groupes 
réeruliers  d'ordre  fini. 
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Soit  G  un  pareil  groupe,  construit,  comme  il  est  stipulé  au  n"  (>, 
pour  {xy')  invariant  absolu.  G  contiendra  un  faisceau  $  de  substi- 
tutions singulières. 

Si  l'on  n'astreint  plus  {xy)  à  être  un  invariant  absolu,  cela  revient 
(n"  6)  à  multiplier  cliaque  régulière  de  G  par  une  certaine  singulière. 
La  constitution  du  faisceau  $  subit  seule  une  modification. 

Soit,  pour  {xy)  invariant  absolu,  une  singulière 


il  faudra  avoir  p-  =  i;  4>  contiendra  une  ou  deux  régulières,  savoir 
Tunité  et 

3e  =  I  a?,-     —  Xi  |. 


CHAPITRE  II. 

RÉGLLARITÉ    GÉOMÉTRIQUE. 

10.   Dans  un  espace  ordinaire  C  à  trois  dimensions,  prenons  des 
coordonnées  homogènes,  i  =  i,  2,  3,  4» 

coordonnées-points  x,-  d'un  point  x  ] 
coordonnées-plans   «,  d'un  plan    u  ) 

La  valeur  absolue  des  coordonnées  sera  donnée  par  les  relations 
x'„=2c,a;,=^ca;=  i, 

les  coefficients  numériques  e,  et  A,  étant  arbitrairement  fixés  une  fois 
pour  toutes. 

Si  une  droite  g  àe  c  est  l'intersection  de  deux  plans  a  et  b,  g  aura 
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pour  ses  six  coordonnées-plans  homogènes  les  six  déterminants 


'>"!  = 


a,     ctj 

(.2)(34)  +  (23)(i4)4-(3i)(24)  =  o. 

Si  g  passe  par  les  deux  points  a  et  b,  elle  aura  pour  coordonnées- 
points  homogènes  les  six  déterminants 


V  (  — 


h,     b, 


.Pour  une  même  droite,  les  coordonnées-plans  \ij\  et  les  coor- 
données-points I  îy  j»  satisfont  aux  relations 


23 

>4 


123  1 


24 


|3i 


11.   Tout  cela  rappelé,  nommons  capitale  toute  droite  pour  la- 
quelle on  a 

|i2|-j34|  =  o  ou  |I2{»-  |34j»  =  o. 

Le  lieu  des  capitales  est  un  complexe  linéaire  capital  dont  léqua- 
tion  s'écrit 

ji2{-J34!  =  o         ou         ji2|»-|34!»=o. 

La  théorie  générale  des  complexes  linéaires  nous  apprend  que  les 
droites  capitales 


situées  dans  un  plan  M,  passent  toutes 
par  un  même  point  /n,  centre  de  M. 


passant  par  un  point  m  sont  toutes  si- 
tuées dans  un  plan  M,  plan  central 
de  ni. 


Le  centre  du  plan  ii  est  le  point  ^ 


>'< 

r= 

ra 

y 

II., 

—  ". 

—  lu 

U 
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En  ofTct,  si  j'  est  un  point  de  w,  on  a  pour  la  droite^; 

-  1  jo  10  _  i  3/  (0 

-  I  '  -  I         I  -'-I  I 

Pareillement  le  plan  central  du  point  x  a  pour  coordonnées 

Si  /»  est  le  centre  du  plan  M,  on  a 

]M,=  £[/»,], 

z  étant  la  substitution  ainsi  désignée  au  n°  8  et  les  crochets  [  ]  avant  la 
signification  marquée  au  n°  1. 

12.  On  sait  aussi  que  les  droites  de  Tespace  C  sont  deux  à  deux 
(g  et  g')  conjuguées  par  rapport  au  complexe  capital. 

g'  est  le  lieu  des  centres  pour  les  plans  passant  par  ^  (et  récipro- 
quement). 

Une  capitale  coïncide  avec  sa  conjuguée. 

Si  g  est  l'intersection  des  deux  plans  a  et  h,  le  plan  M  de  coordon- 
nées rt,-i-  [JL^,  tourne  autour  de  g  quand  \>.  varie.  Le  centre  m  de  M  a 
pour  coordonnées 

/«,  =  «^  4-  aZ'o,  — /ii.2=  a, -i- ab^, 

—  nij  =  a  ;  -+-  a^i,  m ,  =^  a.,  -+-  uZy.,. 

Le  lieu  du  point  m  est  une  droite  dont  les  |  ij  ]"  sont  les  déterminants 
de  la  matrice 

On  a  donc  pour  les  coordonnées-plans  j  ij  \  correspondantes 

u(.  p         /'-)       (-'4)       /-- '1       ('4)       (■•"1       (--4c 
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15.   Nommons  : 

(F  le  tétraèdre  de  référence  ; 

T,  la  face  a;,-  ^  o  de  G  ; 

T,  le  sommet  de  G  opposé  à  la  face  T,; 

gij  l'arête  a?,  =  Xy  =  o  de  5. 

On  voit  immédiatement  que  : 

o  12  et  0  31  sont  conjuguées  et  non  capitales; 

gî3,  g, A,  gin  g-'s  sont  capitales; 

T,,  T^,  73,  Tj  sont  respectivement  les  centres  des  faces  T^,  T,,  T,,,  T3. 

Pour  éviter  des  redites,  nous  conserverons  constamment  les  nota- 
tions du  présent  numéro. 

Je  nommerai  tétraèdre  normal  :ùZ  tout  tétraèdre  où  deux  arêtes 
opposées  sont  conjuguées.  Les  cpiatre  autres  sont  alors  capitales.  Le 
tétraèdre  de  référence  G  est  normal. 

14.  Si  je  fais  (ce  qui  m'arrivera  quelquefois)  usage  d'un  tétraèdre 
de  référence  qui  ne  sera  pas  forcément  normal,  les  coordonnées-poinls 
seront  désignées  non  plus  par  .r,  mais  (alin  d'avertir  le  lecteur)  par  r,. 

liî.  Nommons  courbe  intégrante  toute  courbe  ayant  ses  tangentes 
capitales.  Les  intégrantes  sont  évidemment  caractérisées  par  la  rela- 
tion infinitésimale 


(^xdx) 


d.,. 


dx„     d.i 


Soient  ^/(j?, ,  Xo,  ic^,  x^)  quatre  fonctions  homogènes  de  degré  quel- 
conque \.  Nommons  A  la  substitution  géométrique  qui  remplace  le 
point  X  par  le  point  y^  des  coordonnées  JK,  =  9,t'ô')  ?o=^^"-^  (10), 
de  façon  que  Zey  =  y^  =  i.  A.s'écrira  par  le  symbole 


A  sera  régulière  si  elle  change  une  inlégranle  quelconque  en  une 
autre  intégrante. 
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Je  vais  montrer  que  celte  définition  géométrique  de  la  régularité 
conduit,  pour  X  =  i,  précisément  à  la  régularité  algébrique,  telle 
qu'elle  est  définie  au  Chapitre  I. 

16.  Pour  la  régularité  géométrique,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  la  relation  {ydy)  =  o  soit  la  conséquence  de  (xdx)  =  o.  Les 
différentielles  f/x,  sont  quelconques,  sous  la  condition  unique 


Posons 


dxn  =  lledx  =^  o. 


—  hi 


d'où  (th.  d'Euler) 

Ensuite  f/>-,=  9;=  |9„  do^-  O/^/^oi,  puisque 7,=  9,9;',  et 

{ydy)  =  ^l\'ido). 
Posons 


Pu=Oj)-('jy^ 


il  viendra 

'j 

^Xidxjpji        ^Vjdxj 


l'^l 


l-y' 


Celte  expression  linéaire  et  homogène  en  dxj  doit  être  une  combir 
naison  linéaire  et  homogène  de  {xdx)  et  de  dx„=ledx.  11  doit 
exister  deux  fonctions  M  et  p  des  x^  telles  que  Ton  ait  identiquement 
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entre  les  dxj 

ni]  dx  =  M ( X dx )  +  p i3 ('  dx , 

!IJ,  =      Mj^-, -i-pc',  j 
U.,=  -M.r, +  ?.'.,  ,-        V. 

U.,  =  —  mx.,  +  pe.,  l  "" 

L'4=      M.r,  +  p^',  i 

L'expression  2Ua?^o  comme  proportionnelle  à  (90); 


Le  système  (i)  fournit  donc 

0  r=  i;  U.f  =  p^'o,  d'où         p  =  o. 

On  retombe  sur  un  système  analogue  au  système  (1)  du  n°  4  et  l'on  a 
encore 

M--  Mlv"H-4>  =  o, 

$  étant  le  déterminant  des  0,^,  c'est-à-dire  le  jacobicn  des  9,,  et 

K«=(i2)-(3',)-C--iV  +  (3',)'. 

17.  Lorsque  A  =  r,  les  cp,y  sont  des  constantes  ainsi  que  $  et  Iv"; 
M  est  aussi  une  constante.  Chacune  des  quatre  relations  du  système  (i) 
du  n°  16  représente  un  plan.  Or  x  est  quelconque  dans  l'espace  et 
chacune  des  quatre  égalités  devient  une  identité  entre  les  x,-.  Le  calcul 
s'achève  comme  au  Chapitre  I  et  l'on  trouve  les  mêmes  conditions  de 
régularité.  c.   y.   f.   d. 

18.  Il  est  évident  qu'une  régulière  A,  change  : 
Lne  capitale  en  une  autre  capitale; 

Deux  droites  conjuguées  en  deux  autres  conjuguées  aussi  ; 
Un  tétraèdre  normal  (n"  15)  en  un  tétraèdre  normal; 
Un  système  formé  par  un  plan  et  son  centre  en  un  système  ana- 
logue, etc. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  VU.  —  Fasc.  IV,  1901.  4o 
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19.  La  régulière  a.  clTectuoe  sur  les  coordonnées-points  x^  dans 
Tespace  C  se  traduit  sur  les  coordonnées-plans  m,  par  l'inverse  x'~^  de 
la  transposée  (n''2).  Mais,  le  point  x  étant  le  centre  du  ])lan  it  (n"  1 1), 
on  a 

U.,^  X.,,  U.,=  —  Xt,  ":j  =  —  •^i,  Wi  =  -*:ij 

c'est-à-dire  w,=  £[x,]('n°''  1  et  2).  11  faut  donc  avoir  t'orcéinciit 

A'-'  =  c-',l,£, 
comme  nous  le  savions  déjà  (n"  8). 

20.  Au  point  de  vue  géométrique,  la  multiplication  de  la  régu- 
lière A,  par  une  singulière  (n°  (>)  quelconque  est  une  opération  indiffé- 
rente. Je  supposerai  dorénavant  toujours  (comme  aux  n°*  6  et  7)  que 
les  sept  conditions  de  régularité  sont 


/  (.2>  =  (3',),         (23)'=(23),         (3i)'=(3>)j     (donlsi 
(34)'=(i2),         (i4y=(i4),         (2.\y={2!i)  >     distinct( 


SIX 

îtmctes 
(12)  —  (34)  =  I  ,'  seulement), 

et  que  l'iiivariant  (xy)  du  Chapitre  I  est  absolu. 
Une  singulière 

\xi     kx,-\ 

donne  simplement  A-  =  i .  Xous  envisagerons  donc  une  seule  régulière 
singulière  autre  que  l'unité,  c'est 

Je  =    Xj      —  x^  . 

Au  point  de  vue  géométrique,  X  se  confond  avec  la  substitution  unité. 

2J.  La  construction  des  groupes  réguliers  d'ordre  fini  sera  pré- 
cédée par  l'établissement  de  diverses  propositions  géométriques  qui 
ont  l'avantage  d'abréger  les  discussions  purement  algébriques.  Ces 
propositions  sont,  d'ailleurs,  le  développement  des  théories  du  présent 
Chapitre. 
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CHAPITRE  m. 


CHOIX  1)1'  tétiîa(u)re  de  référence. 


22.  Soient  P  cl  P'  deux  figures  analogues  de  l'espace  (deux  plans, 
deux  points,  deux  tétraèdres,  etc.).  S'il  existe  au  moins  une  régulière  ^v. 
qui  transforme  P  en  P',  As,'',  aussi  régulière,  transformera  P' en  P. 
Nous  dirons  alors  que  les  deux  figures  peuvent  être  régulièreinenl 
amenées  l'une  sur-  l'autre. 

23.  Toul  tétraèdre  normal  (n"  15)  H  peut  être  régulièrement 
amené  sur  le  tétraèdre  de  référence  e. 


Soient 


P/  =  ^Pij^-j  =-0         ('> y  =  1 ,  2,  3,  4) 


les  équations  des  quatre  faces  de  M. 

Nommons  P,  =  P^  =  o  et  P,  =;  P.,  =  o  les  deux  arêtes  conjuguées  ; 
on  aura,  en  posant 


Ihi     p, 
Pu     p. 


lu  = 

les  relations  suivantes  (n°  12)  : 
(o) 


9,j 


Pu     P.j 

Pu       P:j 


1m 

_    734     _ 

_    73.     _ 

_     7-2  4 

—  1--3    - 

_  7i_t 

—  ? 

73* 

7i-2 

731 

72V 

723 

7u 

La  substitution  quaternaire  ,1,  =  («,7)  "=  i'^iPu)'  ""^  '^^  '''  ^'^^^  '^^^ 
constantes,  change  5  en  tl  ;  .1-'  change  "It  en  5,  et  tout  cela  quels  que 
soient  les  paramètres  /•.  Exprimons  que  la  quaternaire  ^l,  est  régu- 
lière. Il  viendra 


Les    conditions    de    régularité   sont    ainsi,    sous    le    bénéfice   des 
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relations  (o), 

(  1 2)'  =  /■,  r.  q\ ,  =  (34)  =  7-,  r.,q, ,  =  /•,  /•,  c  q,„ 
(34)'= /-j/-. ,«7!,!=  (12)  =  /■,/:, r/,.,=  r^r.pq,.,, 
(■23)'^/:,J\(/.,^  =  {/23)  =  r,r.,q,3=  i\r.,z(j.,^, 

c'est-à-dire 

o  =  q,.,0  =qj,o  =  q.,,,o^q,.0  =  q.,,l  =  q.,,l, 

0  =  ?\r.,  —  pq.,q,. 

La  condition  0  =  0  est  suffisante;  elle  est  aussi  nécessaire,  car  uu 
au  moins  des  q  nest  pas  zéro.  c.   o.   f.   n. 

24.  Un  corollaire  évident  est  celui-ci  :  Les  divers  télraèdi-es  nor- 
maux de  l'espace  se  permutent  transitivement.  Ln  quelconque  peut 
être  régulièrement  amené  sur  un  quelconque.  Si  une  régulière  super- 
pose à  lui-même  un  tétraèdre  normal  et  en  pei'mute  les  quatre 
sommets  i,  2,  3  et  !\,  les  déplacements  des  quatre  sommets  ne  sont 
pas  quelconques.  Si  12  et  34  sont  les  deux  arêtes  conjuguées,  )(> 
groupe  des  déplacements  ne  contiendra  aucune  substitution  ternaire 
et  se  réduira  aux  huit  substitutions  dérivées  de 

(12)  (34),     (.3)  (24)     et     (12)  (3)  (4). 

25.  Théorème.  —  Deux  droites  conjuguées  quelconques  r/, ,  et 
r/j^  peuvent  toujours  être  régulièrement  amenées  sur  les  arêtes  g,.j 
et  0-3,  du  tétraèdre  de  référence  c. 

Soient 
N ,  et  No  deux  plans  quelconques  passant  par  d,.,^ 
N^etN,  »  »  d,,. 

I    le   point    où    \^   coupe   d,^^    \ 
.,  »  -N ,        »       d-i .   ( 

3  »  ^1  >'  '/(2     1 

»  N,       »      </,.,   1 
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^'d  '^■2,  '^'3)  N,  auront  respectivement  //,,  //,,  n.,  //^  pour  centres 
(n"  15)  et  le  tétraèdre  îl  des  quatre  points  n  sera  normal.  Il  pourra 
régulièrement  être  amené  sur  G.  Alors  r/,.  et  d^,,  viennent  régulière- 
ment sur  ^,2  Qt  o-j,  ou  sur  g^,  et  g,.,.  Dans  le  dernier  cas,  on  permu- 
tera régulièrement  (n°  24)  ^,0  et  ^3,. 

26.  Deux  capitales  quelconques  f/, ,  el  r/^,,  qui  se  coupent  en  un 
point  «3  peuvent  toujours  cire  amenées  régulièrewent  sur  les. arêtes 
capitales  g,,  el  g^,  (n"  15)  du  tétraèdre  de  référence  qui  se 
coupent  au  sommet  -.^. 

Soit  N,  le  plan  de  d,,  et  d.,,.  N,,  aura  n.,  pour  centre.  Menons  par  //, 
une  droite  quelconque  fl?,j  non  capitale;  la  conjuguée  d^,  de  d,.^  sera 
située  dans  le  plan  N.,.  Le  point  «,,,  quelconque  sur  r/,.,,  aura  son  plan 
central  N3  passant  par  d.,, .  d., ,  rencontre  (/, ,  et  d., .  aux  points  n.,  et  «, 
ayant  respectivement  N,  et  N,  pour  plans  centraux.  Le  tétraèdre  11. 
des  quatre  points  n  est  normal  et  vient  régulièrement  sur  5.  Le  raison- 
nement s'achève,  à  Taide  des  n'"  2o  et  2i,  sans  peine. 

On  peut  dire  aussi  que  deux  capitales  données  qui  se  coupent 
viennent  régulièrement  sur  deur  capitales  données  qui  se  coupent 


27.  Deux  capitales  quelconques  rf, ,  et  d,:,  qui  ne  se  rencontrent 
pas  viennent  régulièrement  sur  tes  arêtes  g^.,  et  go,  de  5. 

Soit  f/,2  une  droite  non  capitale  qui  rencontre  d, .,  en  //.,  et  c/.,^  en  n.,. 
La  conjuguée  d^.,  de  d,,  rencontre  d, .,  en  n.,  et  rf,,  en  «,.  Le  tétraèdre 
des  quatre  points  n  sera  normal.  Le  raisonnement  s'achève  comme 
au  n"  26. 

28.  La  construction  des  groupes  réguliers  généraux  fera  l'oljjet 
d'un  Travail  ultérieur.  Dans  le  présent  Mémoire,  on  se  hornera  à 
traiter  une  classe,  assez  étendue  d'ailleurs,  de  groupes  réguliers  :  les 
groupes  décomposables. 
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CHAPITRE  IV. 

GÉ.VÉIIAI.ITÉS    Srn    LES    GROLPES    DÉCOMPOS.HII.F.S. 

29.  Soil  S„  un  groupe  crordre  fini,  conslitué  par  dos  /^-aires  (c'esl- 
à-dire  par  des  subsliuitions  linéaires,  à  n  variables  homogènes). 

Admettons  que  les  variables,  convciiablcmcnl  choisies,  puissent 
être  réparties  en  systèmes  5,,  s..^  . . .,  s,-,  . . .,  S/,  . . .,  ayant  la  propriété 
suivante  :  Chaque  «-aire  de  S„  remplace  les  vaiiables  de  5^.  par  des 
fonctions  linéaires  homogènes  dos  variables  do  S/.  s^  et  Si  doivent 
évidemment  contenir  le  même  nombre  de  variables.  M.  Jordan  dit 
alors  que  le  groupe  S„  est  décomposablc,  cjue  chaque  /î-aire  fait 
succéder  un  système  St  au  système  s,,. 

Les  déplacements  des  systèmes  s  forment  un  groupe,  lequel  ne  peut 
être  transitif  qu'entre  systèmes  ayant  un  même  nombre  de  termes. 

50.  Pour  n^  !\,  on  écrira  S  simplement  pour  S.  et  Fou  ne  pourra 
faire  que  les  diverses  hypothèses  suivantes  : 

Deux  systèmes  : 

Hypothèse  j  2,  2  j  :  deux  systèmes  de  deux  lettres; 
Hypolbèsc  j  3,  I  I  :  trois  lettres  et  une  lettre. 

Trois  systèmes  : 
Hypothèse  j  i,  1,  2  j  :  une  lettre,  une  lettre,  deux  lettres. 

Quatre  systèmes  : 
Hypothèse  j  i,  i,  i ,  i  j  :  une  lettre  par  système. 

Je  vais  montrer  que  les  cas  j3,  ij  et  Ji,  i,  2*  rentrent  dans  le 
cas  j  2,  2J. 

Je  désignerai  par  la  caractéristitjue  z,  conformément  au  n°  14,  les 
variables  convenablement  choisies  sur  lesquelles  peuvent  s'efTectuer 
les  diverses  répartitions  ci-dessus  indiquées.  On  a 

Zi='LcijXj,         c,y=const.; 
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or  il  n'esl  nullement  évident  que  le  tétraèdre  des  quatre  plans  :;,  =  o 
soit  normal,  comme  est  normal  le  tétraèdre  des  quatre  plans  x-,  =  o. 

31.   Prenons  le  cas  j3,  i{  et  écrivons,  par  exemple,  pour  la  régu- 
lière tl, 


a, ,  - 
al,; 


-h  a  ,z.,-i-  a 


a.,   --.-h  a.. 


X  laisse  fixes  : 
le  plan  P,  z.,  =  o,  cl.  aussi  (par  régularité)  le  centre  p  de  P; 
le  point  q,  ^,  =  ^^==3  =  0  (non  situé  sur  P),  et  aussi  (par  régularité) 

le  plan  central  Q  de  q. 

Les  droites  d,^,  qui  joint /j  à  q,  et  d^.,,  qui  est  riiilersection  de  P 
avec  Q,  sont  conjuguées  sans  être  capitales. 

X  laisse  fixes  les  deux  conjuguées  d,^  et  d^,,,  que  Ton  peut  amener 
régulièrement  sur  ^,.  et  «-3,  (n°  25).  Alors  A™,  laissant  fixes  ^.^  et  ^34, 
devient,  rétablissant  la  caractéristique  x, 


C/o,  X,  -+-  Cl -2 -2X2 


Cl; 


a.. 


On  retombe  sur  le  cas  j  2,  2  j. 

32.   Prenons  le  cas  j  i,  i,  2  |.  Supposons  les  trois  systèmes  compre- 
nant respectivement  ^3,  z,,  et,  enfin,  z^  et  z.,- 
11  viendra  pour  une  régulière 


-1 

"  '^1 

--,+    f<, 

z. 

«5 

,r,  +a.2 

-., 

«3:,-:. 

-■  i 

(l'.■.=■^ 

37/, 
ou  bien 
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r/,  I  r,  +  a,„z.^ 

rto,  z,  +  a.,.,z., 

a.,.-.. 


et  Ton  roloinbe  encore  sur  le  cas  J  2,  2  J. 

35.   Les  seules  hypollièscs  à  examiner  pour  les  groupes  décompo- 
sables  sont  donc 

}  2,  2  j     et     ;  1 ,  1 ,  1 ,  I  [. 

Pour  le  cas  }  2,  2  j,  nous  aurons  les  deux  systèmes  : 

•s'i   formé  par  les  deux  lettres  z,   el  z.^, 
s.^  »  »         ^3   el   :;. . 

Le  groupe  régulier  (î  contiendra  un  sous-groupe  ^  formé  par  les 
oj  régulières 

:,  a,,z,-ha,.,z 


A. 


■2  «-I  -1  +  C^i'-'i 

•.■!  a■^.,z,^  a,.,z., 

rpii  laissent  s,  et  s.,  immobiles.  Cî  soblicndra  en  combinant  21  avec 
une  régulière  unicjue 


Dî) 


Ik,z,^/>,,z, 
f>,,z,  +  b,,z. 


(pii  échange  .v,  et.So.  31  est  permutable  à  Kl). 

54.   l'areillemenl,  dans  le  cas  j  i ,  i ,  i ,  i  j,  il  y  aura  quatre  systèmes 
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i'orniés  chacun  d'une  lellrc  r,,  r.,  ^3  ou  z,,.  Toutes  les  réi^ulières 
de  G  ramènent  sur  lui-même  le  tétraèdre  Z  des  quatre  plans  ::,  =  o, 
i=  \,  2,3,4. 

G  contiendra  un  sous-groupe  Jt  formé  par  co  régulières  canoniques 

el.  sera  pei'inuta])le  à  des  régulières 

G  contiendra  ///to  régulières,  /n  étant  un  diviseur  de  a/j  et  l'ordre 
du  groupe 

I'     J\ 

de  déplacements  entre  les  quatre  lettres  r,. 
CHAPITRE  V. 

GROUPES    DÉCOMPOSAliLES    |  2,  2  j. 

33.   Construisons  le  groupe  G  des  régulières  j^,  obtenu  (n"  55)  en 
combinant  le  sous-groupe  %  des  co  régulières  A„ 


avec  la  reiiuliere 


O,  ,  :,  -I-   «,^^2 

al,  -I  -f-  cC.^z., 
'''',3-3 +  <'',,-.. 


A  laquelle  51  est  permutable  de  façon  cjue  l'ordre  de  G  soit  ao). 
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Nommons  d^^  et  <;/.,,  les  droites  r,  =  g^  =  o  et  ^3  =  r.,  =  o  rcspcr- 
livemeii^.  a,  laisse  d^^  et  ^3;  fixes;  lO,  les  permute. 

Les  diverses  formes  de  G  en  variables  ordinaires  a:,,  rapportées  à  un 
tétraèdre  normal  G,  dépendent  de. la  situation  que  prennent  ^,0  et  f/31 
]inr  rapport  an  complexe  capital.  Plusieurs  suppositions  sont  à  faire. 

56.  y\dmeltons  d'abord  que  f^/,^  et  d.^.,  .soient  conjuguées  par  rap- 
port au  complexe  capital;  d^^^Xd^^  s'amènent  alors  régulièrement 
snr  i,'|2  et  £\, .,  et  il  vient  immédiatement 


X  = 


C/|; 


h,,        h,, 


• 

0 

f'^^      « 

(     0 

0 

f/,,3      a 

avec, 

par  ré 

^■ula 

rilé, 

«M 

f/ij 

('■, 

a,: 

«2, 

a.,.. 

f'i 

fl;, 

Désignons  par  />,  q,  i\  s  les  binaires 


P  = 


\b.,      A, 


de  déterminant 
de  déterminant 


On  pourra,  sans  ambiguïté,  désigner  A-  el  m,  par  les  notations 


Lhi  calcul  simple  moulrc  ipie 
A,\\,  =  [p'p.fj  q\.  vï>- 


.l,'=l/),  q 


[;::;] 


iiir  '  A.MU       |.v"'  y.y,  /-"'/"'J- 
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ni 


Désignons  par  P  el  Q  les  groupes  des  /;  et  q.  On  voit  que  P  et  (\ 
sont  d'ordre  fini;  P  coiUienl  rs  cl  Q  coiitu-nl  sr\  s  transforme  Q 
en  P,  *-'  Q.S  =  P,  et  r  transforme  P  en  Q,  r'  P/-  =  (). 

G  est  ainsi  construit,  puisque  les  groupes  binaires  d'ordre  fini  sont 
connus. 

37.  Admettons  maintenant  que  d,.,  et  d^^,  soient  capitales  toutes 
deux.  Comme  elles  ne  se  rencontrent  pas,  elles  peuvent  s'amener  ré- 
gulièrement sur  0|,  et  g.,,  (n"  27  ;  le  raisonnement  du  n°  27  s'applique 
à  o-,3  et  g.;,^  aussi  bien  ([u'à  «■..,  et  g,,,),  et  l'on  a  immédiatement  (eu 
égard  au  n"  5o) 


a,  i.r,  -f-  a, 3073 

«3,x-,  -I- 033^^3 
<3:,2"t.'o+  0'/,/,  .^4 


b,.^  M.j.  -+-  //,  ,.r, 
/>^i  ./■,  -f-  ^23. t'a 


Nommons  yo,  ^,  /■,  s  !os  bi-iaircs,  à  délermiiiant  non  nul, 

\  a,,      «,,  / 


-7 


h.,   b,:\ 

b,..     b, 


a...  a..; 
a,,.,  a , ,, 
b,,     b.,r 


On  désignera  sans  ambiguïté  A.  et  \i!,  par  les  notations 
X=[p,q],  Dl,: 

Nommons  P  et  Q  les  groupes  des  p  et  des  q.  Par  des  formules  iden- 
tiques à  celles  du  n"  5(>,  on  verra  que  P  et  Q  sont  d' ordre  fini  ;  rs  est 
contenue  dans  P  et  sr  dans  Q  ;  s  transforme  Q  en  P  et  P  est  trans- 
formé par  r  en  Q. 
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SeuleiiiL'iil  la  rrj^ularilV'  eiUiainc  ciUrc  /' «'l  y,  /vl  .v  dt'S  sujclions 
beaucoup  plus  élroiles  qu'il  importe  uiaiuleuaul  (rinlrodiiire. 

58.  i\u  Chapitre  l\  de  mou  Méuioire  :  Si//-  ht  llmitatiun  du  dc^ii-r 
pour  les  intégrales  aliichriques  de  V équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre,  inséré  aux  ùj*'  et  G4*  Cahiers  (première  série)  du  Journal 
de  l'École  Polytechnique,  ]A\  fait  une  étude  complète  des  relations 
mutuelles  que  la  quadrique  (vraie  quadri(jue  ou  cône  du  second  deiiré) 
possède  avec  le  complexe  capital.  J"ai  examiné  notamment  (lac.  cit., 
n°  101)  laquadri([ue  (pii  admet  oo  "énéralrices  rectiligues  capitales. 
Une  pareille  quadriipie  contient  alors  deux  capitales  {nodules  du 
n"  101  précité)  qui  ne  se  rencontrent  pas,  mais  (|ui  sont  rencontrées 
par  toutes  les  génératrices  capitales. 

Ces  nodales,  qu'on  peut  toujours  amener  régulièrement  sur  g^^ 
et  g2\i  suffisent  jxjur  déterminer  comj)lètenu'nt  la  quadricpie  corres- 
])ondante  T. 

Prenons,  en  eflet,  un  point  courant  x  sur  T.  Si  /  e-;i  le  point  cou- 
rant sur  la  génératrice  capitale  D  issue  de  x,  on  aura 


xj, 


./■,/.,  =  .r.i/. 


X..  t . 


Les  coordonnées  homogènes  de  1)  sont  les  mineurs  de  la  matrice 


Exprimant  ([ue  D  est  capitale,  on  a  l'équation 

X^X.,  —  X'^X'.,  =  G 


de  T. 


51).  lu'prcuons  le  groupe  G  du  n"  57  et  introduisons  la  (puulritpie  T 
([ui  admet  pour  nodales  les  droites  g^^  (ou  d^..)  et  g.^-,  (ou  f/s»)- 
i/é(|uation  de  T  sera 


o  =:  X  ,  X"o  —  x'3  ./■ , 
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(l)  A  =  -5  =  — -=U. 

11  est  évident,  en  vertu  de  ce  qui  précède  (n"  38),  que  la  qua- 
drique  T  est  invariante  vis-à-vis  de  toutes  les  régulières  4^  de  G, 
puisque  .A,  laisse  fixes  les  deux  nodales,  que  n!,  permute  simplement. 

Les  binaires  p,  q,  /•,  s  ayant  la  même  signification  qu'au  n"  57, 
désignons  par />,  q,  /•,  s  les  substitutions  linéaires  fracllonnairesà  une 
seule  variable  /, 

~"  !     ,  «;n'  +  «.-ll     I  ~"  I     ,  «2,i-)-«iV    I 

P   =    \    t        )  Q  ^    \    t        -^ —     . 

I  «13^  +«11    I  ''  I  a42<  +  «44    I 

-  I    ,        6,o'  +  *3l   I  ~  I    .        b,,t  +  b,i    I 

Opérons  sur  la  (puKlri(pic  T  par  les  régulières  ,1,  et  \)b.  La  relation 
ci-dessus 

(i)  X  =  u. 

devient 

(2)  74^0  =  y  [(^]      on      v-  =  QypV^V 

(3)  l-\u.]  =  :s['k\  ou  ;x  =  (7)-'i[A]. 

Comme  T  est  invariante  par  -v,  et  ii!.,  (3)  et  (3)  sont  des  consé- 
quences de  (1),  quel  que  soit  \.  On  conclut  immédiatement  de  là  que 


c'est-à-din 


p  =  q 


^23  ''21  l>\-i  l>.^ 

t>Si    ~     /At.     ~     ^12  t<< 
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40.   On  voit  iminodiateinent  (jue 


1  "" 

0 

a,., 

!  '' 

f  «33 

o 

f  ' 

«3. 

O 

«.;. 

(      o 

?a>. 

O 

?  ' 

/  ' 

b,. 

O 

h 

(  .^,. 

o 

aZ.,, 

( 

1    " 

h.. 

o 

/v 

W^., 

o 

^A,, 

( 

On  vorific  de  suiic  que  les  conditions  de  régularité  sont  satisfaites 
dès  qu'on  a  posé 

.  =  (.2)-(3:i)  =  poT  =  ^/,, 
ûj  ^  a,  I  a,.,  —  r/|  ;,o.j|  ^  le  déterminant  de  la  binaire/), 
y  ^  />3^  />n  —  b^.J)^,^=^  le  déterminant  de  la  binaire  /•. 

41.  Combinant  l'analyse  précédente  avec  le  n°37,  on  peut  énoncer 
les  résultats  suivants  : 

La  binaire  p  est  d'ordre  fini;  son  déterminant  gî  est  racine  de 
l'unité;  il  en  est  de  même  pour  p  =  rar^'.  Comme 


ii'o=j^'J.  ii'.,-  =  [/-^,  sr], 


le  déterminant  cr-y-  de  si\  ou  de  rs,  doit  être  racine  de  l'unité;  cela 
est,  car  i/  =  i  (n"  40). 

Ainsi,  ces  conditions  sulTisent  pour  que  l'ordre  de  G  soit  fini. 

42.   Adiiu'llons  qu'une  au  moins  des  deux    droites   non   concou- 
rantes rf,2  et  dr^;,  par  cxenqjle  d^n,  ne  suil  pas  capitale.  On  améneia 
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alors  régulièrcnioiit  f/,,  sur  g,.,.  La  iv<;ulière  .'^  de  G,  ([ui  laisse  ^^^.^ 
fixe,  laissera  fixe  aussi  la  roiijiijiiirc  i'-.,,  df  i,',^  (ou  de  d,^)  cl  il 
viendra,  comme  au  n"5(>, 


o       a... 


Si  f/jj  est  capitale,  aucune  ié5i;ulicre  ^  de  G  ne  peut  amener  d^,,  sur 
di2{=^  g^^>)^  La  régulière  DL  manque  et  G  se  réduit  au  groupe  %  des-l. 
On  est  ramené  au  cas  du  n°  56,  sauf  l'absence  de  in,. 
-  Je  supposerai  donc  r/,.  non  capitale  et,  pour  n'être  pas  ramené  au 
cas  du  n°  56,  distincte  de  la  conjuguée  ^j,  de  dt^(=  g^.). 

45.  Considérons  les  capitales  qui  rencontrent  à  la  fois  d^^_  et  r/j.; 
elles  rencontrent  aussi  la  conjuguée  <}\,  de  r/, ...  Les  trois  directrices 
dii,  dj;,  d\.,  définissent  une  quadriquc  T  à  ce  génératrices  capitales. 
T  est  invariante  par  toute  régulière  de  G.  Si  T  n'est  pas  un  couple  de 
plans,  tous  les  raisonnements  du  n°  58  (empruntés  à  mon  Mémoire 
du  Journal  de  l'École  Polytechnique)  subsistent.  T  comporte  deux 
nodales  rectilignes,  capitales  et  non  concourantes . 

Toute  régulière  de  G  laisse  fixe  le  couple  formé  par  les  deux  no- 
dales. On  est  ramené  au  cas  du  n"  57  et  Fou  ne  trouve  aucun  groupe 
nouveau. 

44.  Examinons  maintenant  le  cas  réservé  où  T  est  un  couple  de 
deux  plans  L  et  M,  de  centres  /  et  m.  Sur  les  deux  plans  doivent  être 
situées  les  quatre  droites  (/.j,  </.,,  et  leurs  conjuguées  d\,  et  d'^..  rf,._,  et 
d,^  ne  serencontrcntpas;ilenestdemêmepourc/,2  et  f/',.,,  d,.,  cld\,_. 
En  efiet,  la  régulière  ift,  ne  n>anque  pas  dans  G  (n"  V2),  d^^_  et  d,.  ne 
sont  capitales  ni  Tune  ni  l'autre. 

Donc  le  plan  L  coulienl  d,.,  et  /-/;,,;  le  plan  M  contient^/,,  et  r/,,. 
Les  co  génératrices  capitales  de  T  sont  les  ce  capitales  A  de  L  qui 
rayonnent  autour  du  centre  /  de  L,  et  aussi  (la  régulière  ifc  permu- 
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laiil  I.  cl  M  (|iii  (loiviMit  jouer  un  rôle  analogue")  les  ce  capitales  u.  de  M, 
qui  ravonnenl  autour  do  di. 

L'arcte  D  du  dièdre  \M  csl  rapitalr,  car  elle  reste  lixe  pour  loule 
régulière  de  (_i.  Or,  si  I)  n'était  jias  capitale,  le  groupe  G  aurait  deux 
droites  conjuguées  invariantes,  savoir  D  et  sa  conjuguée  D'.  On  sérail 
ramené  au  groupe  du  n"  36. 

La  génératrice  X  de  T  doit  rencontrer  d^.,  el  f/',.,  ;  D  joint  les  deux 
centres  /  et  m\  donc  <f.,.,  et  d\.,  concourent  avec  \  au  point  /  de  D.  Pa- 
reillement, r/,.,  et  d\.^  passent  par  le  centre  m  de  M.  On  a  la  figure  sui- 
vante : 


4o.   Prenons  les  coordonnées  régulières  ,r,  comme  suit 


L, 

.r,  =  o; 

M, 

./;.,  =  o, 

/, 

X  ^  —  X^  ^^  X  j^  =  o  ^ 

m, 

X^  =  X.2  =  X 

^/.., 

x\  ^  x.^^  o; 

d\. 

,  X,  =  ./■,  =  u 

La  légulière  A,  de  G  laisse  fixes  L,  M,  /,  m,  d,..  el  ^/,.,  ;  il  vient 


o 


o 


o         Cf 

o       a 


par  régularité. 

Dans  le  plan  L,  les  droites  issues  du  point  m  sont  transformées  par  A» 
suivant  la  binaire  canonique 
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Cette  binaire  laisse  fixes  les  trois  droites  distinctes  f/,.,,  rf',,,  et  D 
issues  de  /«  ;  la  binaire  est  donc  singulière  et  «22  =  033;  d'où  aussi 
«Il  =  «4«- 

Enfin,  x  transforme  les  capitales  X  de  L  suivant  la  binaire 


et  les  capitales  \k  de  M  suivant  la  binaire 


(2) 


«2i0f|  -f-  a.,.^x.^ 


«33       o 

a.:.i        «il 


o 
a.,o 


Je  dis  que  le  groupe  4^  des  binaires  (i),  qui  est  évidemment  d'ordre 
fini,  laisse  fixe  une  capitale  X^.  De  même,  le  groupe  M  des  binaires  (2) 
laisse  fixe  une  capitale  [ji.„. 

Nous  allons  donc  étudier  les  groupes  binaires  d'ordre  fini 


o 

a ,, , 


i      o 
a     h 


ou  encore  les  groupes  linéaires  fractionnaires  à  une  variable  /  des 
substitutions 

s  =  \t     at  +  h\. 

Tout  sera  démontré  si  j'établis  que  la  racine  /„  de  l'équation 

at+h^t,         b{i-a)~'  =  l^ 
est  la  même  pour  toutes  les  s  du  groupe. 

46.  s  sera  désignée  sans  ambiguïté  par  la  notation 
s  —  {a,  h)    ou     [a,  b\. 
Un  calcul  simple  montre  que,  pour  un  entier  /  quelconque, 

s'—  (a,  by=    a',     f_~^  '  pour         a^i, 
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Mais  s  est  d'ordre  fini  ;  ^  =  o  dès  que  a  =  i  et  alors  s  =  i  ;  bref 

(1,...)  =  .. 

Soient  maintenant  deux  substitutions  quelconques  du  groupe 

s  =  {a,b),         s^^(a',ù). 
Il  viendra 

s' s  =  (aa' ,  a'  b  -h  b')         ss'  =  (aa' .  ab'  -i-  b). 

(s's)~' 5.v'  =  (  I ,  . . . )  =  I ,  ss'  :=  s' s, 

ab  -\-  b  =  a'  b  -\-  b\ 


a'  —  i  a  —  i  C.    Q.    l.    I). 

47.  Toute  régulière  ^l,  laisse  fi\e  chacune  des  deux  capitabis  non 
concourantes  Xj  et  a,,  dont  on  vient  de  prouver  Texistence. 

La  régulière  iiL  est  permutable  au  groupe  %  des  -A,,  nli  permute,  ])ar 
conséquent,  A,,  et  u.„. 

G  admet  pour  invariant  le  couple  A„  et  ijl„.  X,,  et  ijLj  se  comportent 
comme  les  deux  nodales  au  n'*43.  Les  conclusions  du  n°  45  subsistent 
même  quand  la  quadrique  T  dégénère  en  un  couple  de  plans.  Nous 
n'obtenons  aucun  groupe  nouveau. 

J'ai  ainsi  fini  avec  riiypothèse  |2,  2j,  car  j'ai  examiné  toutes  les  si- 
tuations possibles,  par  rapport  au  complexe  capital,  des  droites  d,.,  et 
c/jj,  savoir  : 

<r/|o  et  r/3,  conjuguées  (n°  56); 

</,2  et  f/31  toutes  deux  capitales  (n°*  57  à  41  ): 

Une  droite  capitale,  l'autre  non  (n°42); 

Aucune  ni  capitale,  ni  conjuguée  de  l'autre  (n'""  42  à  47). 

On  remarcjuera  cjue  G  possède  toujours  une  quadrique  invariante, 
sauf  dans  le  cas  où  d^.,  et  d^.,  sont  conjuguées. 
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CHAPITRE  VI. 

GIÎOIPES    DÉCOMPOSAliLKS    )   I,    I,    I,    I   j. 

48.  Avant  de  construire  les  groupes  réguliers  d'ordre  fini  (î  qui 
sont  fournis  par  l'hypothèse  }  i ,  i ,  i ,  i  {  du  Chapitre  IV  (n*^*  53  et  34),  il 
importe  de  donner  quelques  explications  sur  les  régulières  canoniques. 

Soit  s  une  n  —  aire  d'ordre  fini;  elle  aura  pour  forme  canonique 

*0=l-y        /'y-y!  (y  =   I,   2,  ...,«), 

les  /i  étant  des  racines  de  l'unité.  Si  une  seconde  /i  —  aire  /  est  telle 
que 

r'sf  =  s„, 

je  dirai  que  /  est  une  canonisante  de  s. 

49.  Théorème.  —  Toute  régulière  d'ordre  fini  s  peut  être  vL'^n- 
lièrement  m;5<?  sous  forme  canonique,  c'est-à-dire  admet  au  moins 
une  canonisante  régulière. 

s,  mise  régulièrement  ou  non  sous  forme  canonique,  est 

«  =  l-;     /^-yl  (■,/  =  r,2,  3,4). 

s  laisse  fixes  les  quatre  faces  Zj=  o  du  tétraèdre  Z,  normal  (n"  13) 
ou  non,  et  aussi  les  six  arêtes  de  Z.  Parmi  les  trois  arêtes  issues  d'un 
sommet  de  Z,  une  au  moins  n'est  pas  capitale,  puisque  ces  trois  arêtes 
ne  sont  point  dans  un  même  plan.  Z  a  une  aréle  au  moins  (par 
exemple  ;:,  =  ^,  =  o,  qu'on  peut  régulièrement  amener  sur  l'arête 
Xf  =  x„=^  o  ou  o-jj  du  tétraèdre  normal  de  référence)  non  capitale. 
Ainsi  s  laisse  fixes  ^,2  et  sa  conjuguée  g.^.,  et  l'on  a,  en  variables  régu- 
lières Xj, 


a,,     a,  2       o        o 

o         o       /),.,      /;.,., 
o         o       Z'i,      h.,i 


(«M  «22  —«,2  «2  1  =l>.r.J>;;  —  /':.  l /' i  3  =  O  • 
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Soient 


p33  rSi     \ 


les  canonisantes,  de  déterminant  un,  pour  les  binaires 


^«M        «,A  /t'a,        '''3-, 

,«2  1        «22/  \^13        f':: 


respectivement.  Ces  binaires  sont  d'ordre  tini  et  admettent  sûrement 
des  canonisantes. 
La  quaternaire 

, ,      a ,  2       o        o     I 

■21  ^22  O  O        ' 

sera  tout  à  la  fois  régulière  et  canonisante  pour  s.  c.  q.  f.  d. 

oO.   Soit  donc  la  régulière  canonique 

^  =  \xj     ajXj\  (y  =  t,2,3, /,); 

ia  régularité  exige  encore 

i  =:  a,a.,=  a^a^,, 
et  cela  suffit.  On  écrira  donc  sans  ambiguïté 

a,  et  «3  sont  des  racines  de  Tunité. 

Si  le  déterminant  d'une  quaternaire  est  égal  à  un,  les  quatre  coeffi- 
cients a  sont  évidemment  les  racines  de  Téquation  caractéristique  cO. 

51.  Examinons  un  cas  très  particulier,  utile  pour  la  suite  (n''  SI). 
C'est  celui  où  les  quatre  racines  de  cO  sont  i ,  i ,  0,  0-,  avec  0  ^  racine 
cubique  de  l'unité. 

Soient  w,  et  u^  les  deux  expressions  Uj  l  iij=^  l'jk^k,  détermijianl 
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des  constantes  bj^  non  nul)  que  la  régulière  ^  multiplie  par  un  et 

soient  u^  et  «^  les  deux  u  que  .ç^ multiplie  par  0'-  et  ô.  On  vérifie  de 
suite  que  tout  tétraèdre  U  dont  .ç^ laisse  fixes  les  quatre  faces  est  con- 
struit comme  suit  :  les  quatre  faces  de  U  sont  «3=0,  «4  =  0  et  deux 
plans  quelconques  passant  par  la  droite  «,  =  u.,  =  o. 

Prenons   maintenant   ^  sous    sa   forme   régulière   canonique,    en 
variables  Xj, 

^  =  [0p,  0-p,  o^  Q-'j. 

Parmi  les  quatre  coefficients  deux  sont  égaux  à  l'unité;  on  ne  peut 
avoir  ass  p  (mod  3),  car  alors 

4^  =  [fjP,  0-P,  OP,  0-P] 

il  n'y  aurait  plus  que  deux  coefficients  distincts.  De  même  on  ne  poul 
faire  a-  4-  p^o(niod  3).  Donc  Gp  =  0"?,  2p:sE;o,  pss o  et 

-1^=  [r ,  I,  0,  0-J  =  |a7,     X.,     x^     X,,     x,     œ.,     (ix^     G-^r.,  |. 

Les  seuls  plans  que  .(^  laisse  fixes  sont  x^  =  o,  x^  =  o  et  un  plan  rjuc/- 
conque  passant  par  a;,  =  x^  =  o. 
Il  est  donc  légitime  de  poser 

;/,=  3j"|,  11.,^  X.,,  Z/3  =:  3737.,,  W(  =  3tX.i, 

puisque  les  u  ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur  numérique  près 
chacun. 

Ce  résultat  est  essentiel  pour  la  suite  (n"  o7). 

S2.   On   est  maintenant  à  même    d'aborder    la    construction    du 
groupe  G  défini  au  n"  5i.  G  contiendra  les  co  régulières 

X  =  \Zj     ajZj\ 

d'un  sous-groupe  %  et  ensuite  diverses  régulières 


111  =  1-,-     h 


y-A-|- 


11  y  aura,  dans  G,  nn^i  régulières,  m  étant  un  diviseur  de  24. 
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G  est  isomorphe  au  groupe  G'  des  déplacements  entre  les  quatre 
sommets,  numérotés  i,  2,  3  et  4,  du  tétraèdre  Z,  des  quatre  plans  :ry=o. 
A  la  substilulion  unité  de  G'  correspond  dans  G  le  sous-groupe  Jl. 

35.  J'écarterai,  bien  entendu,  tous  les  groupes  fournis  par  l'hypo- 
ihèse  )  2,  2  I  et  dt^'à  construits,  notamment  les  groupes  qui  laissent 
fixe    lin    couple     de  deux   droites   non  concourantes  u^  =  u.^=^o 

et  U3  =  ?/j  =  o,  Wy  =^  Cjk^k-  Raisonnant  sur  les  u  comme  aux  n'"  52 

et  55  sur  les  :,  on  voit  de  suite  qu'on  retombe  sur  rhvpolhèsc  j  2,  2  ;. 

d4.  Reprenons  le  tétraèdre  Z  des  quatre  sommets  i,  2,  3,  4  et  des 
six  arêtes  12,  34,  . . ..  Répartissons  les  arêtes  opposées  deux  à  deux  en 
trois  couples 

A=;23,,4!,       B  =  ;3t,24|.       C  =  ;i2,34i. 

Les  groupes  G  et  G'  sont  isomorphes  aux  groupes  G"  des  dépla- 
cements entre  A,  B,  C;  G"  est  transitif;  sinon  le  couple  C,  par 
exemple,  resterait  fixe  pour  toutes  les  substitutions  de  G.  Cela  est 
absurde  (n°  o5). 

G"  contient  la  substitution  (ABC)  et  il  y  a  dans  G  au  moins  une 
régulière  J^  qui  permute  circulairement  les  trois  couples.  Les  trois 
couples  ont  donc  vis-à-vis  du  complexe  capital  une  structure  analogue. 
Nommons  4^'=  (4)(i23)  une  des  substitutions  du  groupe  G',  entre 
les  quatre  sommets  i,  2,  3  et  4.  qui  correspondent  à  la  régulière  4^ 
de  G. 

Les  deux  arêtes  d'un  même  couple  ne  sont  pas  conjuguées  par 
rapport  au  complexe  capital.  Si,  en  effet,  12  et  84  sont  conjuguées, 
Z  devient  un  tétraèdre  normal,  les  quatre  arêtes  i3,  24,  aS,  14 
deviennent  capitales  el  ne  sont  plus  conjuguées  ensemble.  Cela  est 
absurde,  car  la  régulière  .(^permute  les  trois  couples. 

Aucune  arête  de  Z  n'est  capitale.  Si  12,  par  exemple,  était  capi- 
tale, il  en  serait  de  même  pour  aS  et  3i  que  .(^  amène  successivement 
sur  [2.  Les  trois  arêtes  12,  23,  3i  capitales  et  situées  dans  un  même 
plan,  celui  des  trois  sommets  i,  2,  3,  seraient  concourantes,  ce  qui  est 
absurde. 
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55.  Théorème.  —  Le  sous-groupe  ^  du  n"  i}2  se  réduit  aux 
deux  régulières  singulières. 

Prenons,  dans  G,  la  régulière  X  de  %.  X  laisse  les  quatre  somniels 
fixes  et  a  pour  correspondante,  dans  G',  la  substitution  unité. 

Amenons  régulièrement,  sur  x^  =  o,  le  plan  des  trois  sommets  723; 
en  x,  =  x.,  =  X3  =  o,  le  quatrième  sommet  4  de  Z.  On  verra  faci- 
lement, par  les  théories  géométriques  du  Chapitre  III,  que  cela  est 
toujours  possible. 

-A,  laissant  fixes  i23  et  4  s'écrira 


X  = 


[en  variables  x\. 


Le  centre  4'  du  plan  128  n'est  sur  aucune  des  arêtes  12,  23,  3i,  san^ 
quoi  l'arête  serait  capitale.  La  substitution  ternaire 

i    «n        «,2       «,3    ] 

a  =  (   a.,^     a...,     «2:1    > 

(     «:H         «32         «:,:.     ) 

laisserait  donc  fixes,  sur  le  plan  TâJ,  les  quatre  sommets  d'un  quadri- 
latère 1234'  ;  a  serait  une  ternaire  singulière  et  il  viendrait 

,1,  =  I  x,     X.,     X3     X.,  Qx,      ar„     ax^     u'x^    |; 

par  régularité, 

a-  =  aa'  =  i ,  (t  ^^  a'  \ 

X  est  singulière.  c.   o.   r.   d. 

06.   Le  groupe  général  T  entre  quatre  lettres  peut  être  considéré 
comme  provenant  des  substitutions 

S'  =  (4)(i23),        a'=(i2)(34),        £'=(.)(4)(23). 
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Si  £'  manque,  on  l'etombe  sur  le  groupe  alterné. 

On  a  vu  (n°  i54)  que  o'  ne  peut  manquer  dans  le  groupe  G'.  Soil 

0  =  I  r,      To     r.,     :;,,  az.,     h:^     cz^      r/;,| 

une  correspondante  à  S'  dans  G. 

Le  déterminant  de  o  est  un  et  il  vient 

ahcd  =  I . 

S'  est  singulière  (n"  ijo)  et 

abc  =  d'         d"où         ^Z'  =  i . 

Transformons  o  par  la  substitution 
il  viendra 

et  l'on  peut  déterminer  les  X  de  façon  à  avoir 

d  =  a^Tc/  =  6X3X2'  =  cX,  X^' 
Bref,  je  prendrai 

dz.. 


S  = 


z.,     dz^ 
S3     dz, 


(rf':=  1  ou  d=  i,  à  une 
substitution  singulière  près). 


î>7.   L'équation  caractéristique  a  pour  racines  r ,  i ,  0,  0-,  0  =  racine 
cubique  de  l'unité. 
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0  nuilliplie 

pai' I  :  II,  — :,-{- z.,-h  :.i         et  i'..  =  :■■.; 

l'iirO  :  ii^=  ;,4-0=r. -1-0  z,; 

l'i'i'fJ-  :  w,  =  ;,  +0  ;;,+  0-j,. 

Kaisonnanl  comme  au  n°  iîl,  on  posera 


(<>) 


d"(Ji' 


;,  +  0  z,-hO'z,  =  3-^ 


=  .r,  4-  T  X3  -1-  T  X'^ 
=  X,  +  -(J-x-^-h  tO  .r^ 
=  X,  -h  tO  j\  h-  TO-.r, 


.)il  étaul  la  qualernalre  irrégulière 


•:)K  — 


d'où  J  =  311  [./•], 


I      o     tO-      tO 

de  délerminant  =  3-:-(0  —  0"). 


I      o      tO      tO 
1   o      r       o        o 

Nommons  G^  et  G;  les  deux  expressions  du  groupe  G  en  variables  x 
cl  en  variables  z.  On  a  évidemment 

G^'=  31l-'  G-3V.. 

V.n  variables  ;,  l'équation  du  complexe  capital  est  à' =  o.  Si  je 
construis  G^  de  façon  à  avoir  'P  pour  invariant  absolu,  G^  sera  réoulier 
et  sera  le  groupe  G  chercbé. 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome   VU.   —   Fasc.  IV,   lyoï.  5l 
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58.  Nommons  respectivement  (yVi)  et  (jk)'  la  coordonnée-points 
courante  d'une  droite,  respectivement  en  coordonnées  a;  et  en  coordon- 
nées z.  Posons,  pour  abréger, 

(23)'  =  ^^,      (3,)'  =  ^^,,      (i2y  =  ,"'3, 

(.:0'=^,,     (■Ay=h,,     m)'=K. 

Les  déplacements  d'indices  marqués  par  les  substitutions  de  G' 

a'=(.2)(34),         c'  =  (4)(i23),         i'=(i)(4)(23) 

transforment  les  g  et  les  /;  de  la  façon  marquée  par  les  symboles  de 
substitutions 

I  y."  =  (g,/<,)(g,,  -/>,)(g,,  -S\){K,  -/>.), 

(o)         ;  o'  =  (g,g,g,){/ij,ji,) 

'    '"  =(é'n  -é'-.)(5-.,   -A'-3)  (/',)(/'. /'.)• 

Enfin,  ou  vérifie  sans  peine  que  [sous  le  bénéfice  des  formules  (») 
du  n"  i>7J 

3.(12)  =  //,  -t-  /i.,-+-  Aj, 

9T^(34)  =  (0=-0)(-,4-i;-,+  -,)> 
9-^ [(12)  -  (34)]  =  3T'(/^  +  />,  +  />,)  +  {(}-  rp) ( -,  +  5-,+  i«'-.). 

Déterminons  le  paramètre  t  par  la  condition  3T--t-  0-  —  0  ^  o;  on 
pourra  prendre  pour  équation  du  complexe  capital  en  variables  ;, 
simplement 

T  =  g,  -+-  g.  +  g:,  +  A ,  +  A.  4-  A3  =  o. 

(P  est,  bien  entendu,  pour  la  substitution  0  construite  au  n"  06,  un 
invariant  absolu,  sous  le  bénéfice  des  formules  (o)  ci-dessus.  Cela 
donnerait  encore  (n"  06,  in  /ïne),  d-  =  i  el  f/  =  i . 

»>î).   Prenons  maintenant,  dans  le  groupe  G',  la  substitution  (n°  36) 

a'=(,o_)^;3',) 
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t'I,  dans  G,  une  correspondante 

a  =  |r,      :..,     z.,     Z;         az,     bz,     cz,     dz.,\. 
a  change  'J?,  sous  le  bénélicc  des  formules  (o)  du  n"  08,  on 

hcJi  i  —  cal).,  —  alx^.^  -i-  adg^  —  hdg., —  cdh ^. 
'J.'  est  invariant  absolu  et 

\  =  hc  =^  —  ac  ^=  —  ah  =  ad  =  —  hd  ^=  —  cd, 
cY'sl-à-dire  a  ^  d,  b  =  c  ^=  —  d,  d-  =  i,  ou  simplement 
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On  voit  que  le  déterminant  de  a  est  un  et  que  a-  est  singulière 
comme  cela  devait  être. 

GO.   Passons  enfin  aux  substitutions  £'=  (1)  ( '()  (23)  de  G' et 


bz, 
c  z., 
dz, 


du  groupe  G. 


£  transforme,  en  vertu  des  formules  (o)  du  n°  iîS,  f  en 

—  bcg,  —  cagj  —  ahg.,  +  h,  ad  -+-  h^cd  -+-  A3  bd. 
'jf  est  invariant  absolu  et 

I  =  —  bc  ^^  —  ca  =  —  a/v  =  ad  =  cd  =  bd. 
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De  là,  tout  calcul  l'ait, 

a  =  h  =  c  =  i,  d  =  —  i, 


-3  '-2 


r  H-  I  =  o. 


c  a  son  dotcrniinaiit  égal  à  un  ;  £-  est  singulière.  C'était  prévu. 

61.  En  résumé,  le  seul  groupe  nouveau  que  nous  ayons  à  ajouter  à 
ceux  du  Chapitre  précédent  est  celui  qu'on  obtient  en  transformant 
par  y irrégiilière 


_  I  I     o     tO-      tO   f     [de  déterminant 

'"'~Ji     o      tO      tOM'         3T=(0-0=)-(e-0^)^'=-3|. 


o      I        o         o 


le  groupe  irréguUer  àév'wé  des  trois  quaternaires 


'3  --4 


L'ordre  est  4^^,  puisqu'il  y  a  deux  régulières  singulières. 
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Sur  la   transformotion   ordinaire  des  fonctions  ahéliennes ; 
Par  m.   Georges  HUMBERT. 


1.  La  théorie  de  la  transformalion  des  fonctions  ahéliennes  ordi- 
naires peut  recevoir,  sur  la  surface  de  Kuminer,  une  interprétation 
géométrique  très  simple  qui  conduit  à  d'intéressantes  propriétés  de 
cette  surface;  inversement,  l'interprétation  géométrique  peut  venir  en 
aide  à  l'Analyse  pour  la  recherche  des  trois  équations,  dites  modu- 
laires, qui  lient  les  modules  des  fonctions  ahéliennes  primitives  et 
transformées;  nous  insisterons  spécialement,  à  ce  point  de  vue,  sur  la 
transformation  du  second  ordre. 


Propriétés  préliminaires. 

2.  Soit  une  surface  de  Kummer  représentée  paramétriquement  par 
le  procédé  de  M.  Weher  (C/y'//^',  Tome  84)  :  les  coordonnées  homo- 
"cnes  d'un  point  sont  proportionnelles  à  quatre  fonctions  thêta  nor- 
males des  variables  a  et  r,  du  second  ordre  et  à  caractéristique  nulle; 
ces  fonctions  étant  paires,  à  un  point  de  la  surface  répondent  (aux 
périodes  près)  deux  couples  d'arguments,  u,  i'  et  —  u,  —  r.  Les  seize 
points  doubles  ont  pour  arguments  les  seize  demi-périodes,  en  y  com- 
prenant la  demi-période  o,o. 

3.  Considérons  maintenant,  sur  la  surface  de  Kummer,  une  courbe  C 
que  nous  supposerons  d'abord  ne  passer  par  aucun  des  seize  points 
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doubles,  et  cherchons,  le  long  de  cette  courbe,  Texpression  des  difîé- 
rentiellés  du  et  di\  En  admettant  que  les  coordonnées  d'un  point  de  C 
soient  exprimées  en  fonction  fuchsienne  d'un  paramètre,  E,  on  aura, 
pour  du  et  dv,  des  expressions  de  la  forme  \J@(\)d^,  ®(0  étant  une 
fonction  uniforme  de  ^;  cela  résulte  de  ce  que,  en  chaque  point  de  la 
courbe,  du  eldi'  doivent  avoir  chacun  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  De  plus,  0(^)  doit  être  une  fonction  thêtafuchsienne  du 

second  ordre.  Soit  en  efTet  (H,  -~ .  )  une  des  substitutions  fonda- 

mentales  du  groupe  fuchsien  lié  à  C;  il  faut  que  du  et  dv  se  repro- 
duisent, du  moins  au  signe  près,  quand  on  opère  sur  ^  celte  substitu- 
tion, car  celle-ci  n'altère  pas  le  point  considéré  sur  la  courbe.  En 
d'autres  termes,  en  supposant  ad  —  bc  ^i,  le  radical  \0(H)  doit  se 
reproduire  multiplié  par  ±(  c^  -f-  r/)-,  c'est-à-dire  que 


^m^)  =  (^'^^^O^^Co, 


ce  qui  établit  bien  que  0(;)  est  une  fonction  thêtafuchsienne  d'ordre 
deux. 

Etudions  maintenant  les  pôles  et  les  zéros  de  celte  fonction;  ou 
mieux,  pour  plus  de  généralité,  delà  fonction  0(H)  définie  le  long  de  C 
par 


(i)  ^/«-^p.A=v0(E)(/;, 

où  p  est  une  constante  quelconque  :  cette  nouvelle  fonction,  d'après  le 
raisonnement  précédent,  est  encore  thêtafuchsienne  et  du  second 
ord  re . 

Elle  ne  peut  avoir  de  pôle  d'ordre  supérieur  à  l'unité,  car  ce  pôle 

serait  au  moins  d'ordre  deux,  et  l'intégrale   /  \:Q{^)d^  y  deviendrait 

infinie,  ce  qui  est  impossible,  puisque  u  -+-  pr  demeure  fini,  comme  u 
et  p,  sur  toute  la  surface  de  Kummer,  el  a  fortiori  sur  la  courbe  C. 

Je  dis  que  0(H)  ne  peut  pas  non  plus  admettre  de  pôle  d'ordre  un, 
^  =:  ^„.  On  aurait  en  elTel,  dans  le  domaine  du  point  Ho? 

du  +  G(A-=     ,     ^       [^u  +  «.(^  —  ^o)  +  •  ••] 
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et 

Cg  désignant  une  conslanle,  et  F(i  —  Ho)  une  fonction  holomorplie 
de  ^  au  voisinage  de  E„.  Faisons  maintenant  décrire  à  ^  un  contour 
fermé  autour  du  point  Ho  ;  u  -+-  pp  prend  la  nouvelle  valeur 


(3)  -Vi-^„F(^-Ho)+c„, 

différente  de  la  précédente.  Comme  u  ■+-  pv  ne  peut  admettre,  en  un 
même  point  de  la  surface  de  Kummer,  que  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires,  aux  périodes  près,  la  somme  ou  la  différence  des 
valeurs  (2)  et  (3)  doit  être  une  période  de  u  +  pr  :  la  diiférence,  qui 
dépend  de  H,  ne  peut  satisfaire  à  cette  condition;  il  faut  donc  que  ce 
soit  la  somme,  qui  est  2Co.  Si  donc  on  désigne  par  (1,0),  (0,1), 
(g,  h),  (/i,g')  un  système  de  périodes  normales  de  u  et  r,  et  par 
m,  n,  p,  q  des  entiers,  on  aura 

2C„  =  m  +  nz  -h  p(g  ■+-  ph)  -+-  q{li  +  ç,g'). 

D'ailleurs,  pour  ^  =  H„,  ^^  +  pr  se  réduit  à  r„.  Il  en  résulte  aisément, 
puisque  p  est  quelconque,  que,  pour  \  =  H^,  u  et  v  ont  les  valeurs 

u  =  ^.{m  -^  pg  -+-  qli  ),  V  —  i (/*  +  pli  +  qg')- 

Ces  deux  valeurs  constituent  une  demi-période  de  «,  c;  le  point 
correspondant  sur  la  surface  de  Kummer  est  donc  un  des  seize  points 
doubles  de  la  surface,  conclusion  contraire  à  l'hypothèse  initiale  que 
la  courbe  C  ne  passe  par  aucun  de  ces  points. 

Ainsi,  la  fonction  0(i)  ne  peut  admettre  de  pôle;  un  raisonnement 
tout  pareil  établit  que  0(E)  ne  peut  avoir  de  zéro  d'ordre  impair. 
Voici  donc  le  résultat  : 

4.  Soil,  sur  la  surface  de  Kujnmer,  une  courbe,  C,  ne  passant 
par  aucun  des  seize  points  doubles;  imaginons  que  les  coordonnées 
d'un  point  de  C  'Soient  exprimées  en  fonction  fuchsicnne  d'un  para- 


398  O.     HUMBERT. 

inèlre  \.  En  désignant  par  du  et  dv  les  différentielles  abéliennes 
qui  répondent  à  la  surface;  par  p  une  constante  quelconque,  on  a, 
en  tout  point  de  la  courbe  C, 

du  +  odi-  =  s'Q(ï)cn., 

0(^)  étant  une  fonction  thêlafuclisienne  lioloworphe  d' ordre  deux, 
dont  tous  les  zéros  sont  d'ordre  pair  de  multiplicité. 

r».  Sous  une  autre  forme,  en  représentant  par  f(j',y)  =  o  l'équa- 
llon  d'une  courbe  algébrique  plane  d'ordre  n,  répondant  point  par 
point  à  C,  on  aura,  le  long  de  la  courbe/  =;  o, 

tt.r 


du  -t-  p  fA-  =  \  F,„_6  (^-j  y)  -jr 
J  y 

l'\„_j(a:-,  j)-)  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  courbe 
de  degré  in  —  6,  biadjointe  a  fÇx,y)  =  o.  Par  biadjointe,  on  entend 
une  courbe  qui  présente,  en  cbaque  point  multiple  de  la  proposée,  la 
même  singularité  que  la  figure  formée  par  l'ensemble  de  deux  adjointes 
ordinaires.  De  plus,  la  courbe  Fj„_5  =  o  a  un  contact  d'ordre  impair 
avec  la  courbe  y=o  en  tous  les  points,  non  multiples,  où  elle  la 
coupe. 

6.  Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  0(^)  soit  le  carré  d'une  fonc- 
tion tbétafucbsienne  bolomorpbe  d'ordre  un  ;  ou,  si  l'on  veut,  que  Fj^^j 
soit  le  carré  d'un  polynôme  de  degré  n  —  3  en  x  ei y,  qui  égalé  à  zéro 
représente  une  courbe  adjointe  kf^^o. 

Dans  ce  cas,  du  et  di-  sont  des  différentielles  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  le  long  de  la  courbe  C  :  celle-ci  est  alors  ce  que  j'ai 
appelé  une  courbe  univoque  {Journal  de  Math.,  4*  série,  t.  IX), 
c'est-à-dire  que  son  équation  sur  la  surface  de  Kummer  s'obtient  en 
annulant  une  fonction  ibèta  des  variables  u  et  p,  qui  n'est  ni  paire  ni 
impaire. 

7.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  C  passe  par  un  ou  plusieurs 
points  doubles  de  la  surface  de  Kummer;  on  aura  toujours  (n°  3)  le 
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long  de  celle  courbe 

du  -hprh'^  v'"0( ?)</?, 

0(ç)  élant  une  fonclion  thètafuchsienne  du  second  ordre  de  ^.  Celle 
fonction,  d'après  le  n°  3,  ne  peut  admettre  comme  pôles  (nécessaire- 
ment d'ordre  un)  ou  comme  zéros  d'ordre  impair,  que  les  valeurs  de^ 
([ui  répondent  aux  points  de  C  coïncidant  avec  un  point  double  de  la 
surface.  Pour  éclaircir  cette  question,  supposons  que,  pour  ^  =  H„,  la 
courbe  C  passe  par  le  point  double  qui  a  pour  arguments  abéliens 
M  =  o,  t'  =  o  sur  la  surface  (le  raisonncmenl  serait  le  même  pour  un 
autre  point  double)  et  prenons  ce  point  pour  origine,  x  =  >'  =  r  =  o, 
des  coordonnées.  On  aura,  sw  la  courJie  C,  au  voisinage  de  5„, 

X- =  a(H-^  ?„)/'+ ^(H-?„y-  +  ... 

et  des  expressions  analogues  pour  y  et  :;  :  dans  ces  équations,  p  désigne 
un  entier  positif,  au  moins  égal  à  i;  si  p  i,  la  brancbe  de  courbe 
qui  répond  aux  valeurs  voisines  de  ?„  est  simple;  si  /J  >  i ,  la  courbe 
présente,  pour  ces  valeurs,  un  cycle  singulier,  d'ordre  p. 

Observons  maintenant  que,  sur  la  surface  de  Kummer,  en  verlu 
même  du  mode  de  représentation  de  M.  Weber,  les  coordonnées  x,  y 
el  r  sont  des  fonctions  paires  des  paramètres  ;/  et  p;  au  voisinage 
de  ;/  =r  o,  p  ^  o;  on  a  donc,  sur  la  surface, 

a?  =  A  ?<-  +  B  u\'  +  C  f-  -H  . . . 

cl  de  même  pour  y  el  z.  On  en  conclut,  le  long  de  la  courbe  C,  au 
voisinage  de  ^^^ 

A;r  +  Bm'  +  Cr=^  . . .  =  a(?  -  ?„)/^-+-  ^(^  -  \^)p-^  +  . . . 

el  deux  autres  é(jiialions  semblables;  d'où 

et  par  suite  //  el  r,  expi-imés  en  fonclion  de  ?  le  long  de  C,  soni 
d'ordre  \^p  en  (^  —  $„).  Dès  lors  on  a 

A  +  p./r=(^-i„)^''''F(?-Sjrfï, 

Journ.  de  .Uat/t.  (5'  série),  toiiio  VU.  —  Fasc.  IV,  icjoi.  52 
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F  ne  (levenanl  ni  nul  ni  infini  pour  \  --\a'i  ce  qui  montre  que  0(^) 
conticnr(^  —  ?»)''"'  en  facteur.  Ainsi  : 

i"  La  fonction  0(?)  admet  comme  pôles  d'ordre  un  les  valeurs  de; 
répondant  aux  branches  simples  de  la  courbe  C  qui  ])assent  par  les 
points  doubles  de  la  surface,  et  ces  valeurs  seulement; 

2°  Elle  admet  comme  zéros  d'ordre  p  —  2  les  valeurs  de  \  répon- 
dant aux  cycles  d'ordre  p  que  présente  la  courbe  en  ces  mêmes  points 
doubles.  Les  autres  zéros  de  0(^)  sont  (n°  5)  d'ordre  de  multiplicité 
pair. 

8.  On  ne  devra  pas  oublier,  en  appliquant  ces  résultats,  qu'un  point 
multiple  d'ordre  n,  à  tangentes  distinctes,  est  formé  par  n  branches 
simples;  au  contraire,  un  cycle  d'ordre  p  comporte  p  branches  à  tan- 
gentes confondues  en  une  seule. 


Application  aux  courbes  de  genre  zéro. 

9.   Pour  une  courbe  unicursalc  C,  tracée  sur  la  surface  de  Ivummer, 
on  a  évidemment 

0(^)  étant  une  fonction  rationnelle  du  paramètre  unicursal  ^,  dont 
chaque  valeur  répond  à  un  point  de  la  courbe  et  inversement. 

Cette  fonction  ne  peut  être  identiquement  nulle  quel  que  soit  p,  car 
on  aurait  tout  le  long  de  la  courbe  C,  du  =  d^-  =  o,  c'est-à-dire 

Il  :=  const.,  c  =  const.  ; 

conclusion  inadmissible,  car  à  des  valeurs  données  de  u  et  v  corres- 
pond toujours,  sur  la  surface  de  Kummer,  un  point  cl  jamais  une 
courbe  :  cela  tient  à  ce  que  les  quatre  fonctions  thêta  auxquelles  sont 
proportionnelles  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  ne  s'annulent 
simultanément  pour  aucun  système  de  valeurs  de  u,  v. 

Cela  posé,  pour  que  l'intégrale  j  \'iô(l)d^  reste  finie  quel  que  soit  ^, 

il  faut  que  le  nombre  des  pôles  de  0(Ç)  surpasse  de  quatre  unités  au 


TRANSFORMATION    ORDINAIRE     DES     FONCTIONS    AHÉLIENNES.  4<'I 

moins  le  nombre  des  zéros  (on  a  préalablement  effectué  sur  ?  la  trans- 
formation homographique  la  plus  générale,  de  manière  que  ^  ^  c»  ne 
soit  pas  un  point  critique  de  l'intégrale).  Comme  les  pôles,  nécessai- 
rement simples,  de  0(^)  ne  peuvent  correspondre  qu'aux  brandies 
simples  que  présente  l'unicursale  aux  points  doubles  de  la  surface 
(n°  7),  il  en  résulte  (jue  : 

//  n'existe,  su/- aucune  surface  de  Kununer,  de  courbe  unicursa/e 
ayant  au  total  moins  de  quatre  branches  simples  en  des  points 
doubles  de  la  surface. 

Par  exemple,  il  n'y  a  pas  de  courbe  unicursale  ne  passant  par  aucun 
point  double;  donc  il  n'existe  pas  de  plan  touchant  une  surface  de 
Kummer  en  trois  points  simples,  de  quadrique  la  touchant  en  neuf 
|>oints  simples,  etc. 

10.  Le  cas  d'une  unicursale  C  présentant  en  tout  quatre  branches 
simples  en  des  points  doubles  de  la  surface  mérite  un  examen  ;  soient 
^1,  ^,,  ç.|,  ^4  les  valeurs  du  paramètre  ^  qui  répondent  à  ces  quatre 
branches;  on  a  nécessairement,  par  ce  qui  précède, 

du  4-  ?  dv  =  ~ 


v'(f-?,)---(^-^;) 


tout  le  long'  de  la  courbe  C,  a  désignant  une  constante.  Comme  p  est 
arbitraire,  du  et  dv  sont  de  la  même  forme,  de  sorte  que  du  =  kdv 
sur  C;  l'équation  de  l'unicursale  sur  la  surface  est  donc 

u  ^  Ar  4-  const., 

A  étant  constant.  Mais  on  reconnaît  bien  aisément  qu'une  courbe  dé- 
finie par  cette  relation  linéaire  entre  u  et  v  ne  peut  être  algébrique  cjue 
si  les  quatre  périodes  abéliennes  de  u  —  kv  se  réduisent  à  deux  :  on 
est  donc  placé  dans  le  cas  elliptique.  J'ai  montré  ailleurs  (American 
Journal  of  Mathem.,  t.  XVI)  qu'en  égalant  à  une  constante  conve- 
nable les  deux  quantités  u  —  kv  dont  les  périodes  abéliennes  se  ré- 
duisent à  deux,  cm  obtient  au  total  huit  courbes  unicursales  passant 
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chacune   simplement  par    quatre    points   doubles  de  la    surface   de 
Kummer.  Par  suite  : 

Dans  le  cas  elliptique,  et  dans  ce  cas  seulement,  on  peut  trace/- 
sur  la  sur/ace  de  Kummer  des  courbes  unicursales  présentant,  au 
total,  quatre  branches  simples  en  des  points  doubles  de  la  surface; 
ces  courbes,  au  nombre  de  huit,  passent  chacune  simplement  par 
quatre  points  doubles. 

Par  exemple,  le  tétraedroïde  possède  huit  coniques,  situées  deux 
à  deux  dans  quatre  plans,  et  contenant  quatre  points  doubles  chacune. 

(  )ii  conclut  de  là  que,  pour  ^0  =  0,1  ou  2,  il  n'existe  pas  de  surface 
d'ordre  //,  passant  simplement  par/?  points  doubles  de  la  surfac"e  de 
Kummer,  et  touchant  celle-ci  en  2«'-  — /j-(-i  points  simples  :  la 
courbe  d'intersection  serait,  en  effet,  unicursale,  comme  on  le  vérifie 
aisément,  et  aurait  o,  2  ou  4  branches  simples  en  des  points  doubles 
de  la  surface,  dont  le  nombre  serait  inférieur  à  quatre. 

11.  Passons  maintenant  au  cas  d'une  unicursale  C,  présentant  au 
total  plus  de  quatre  branches  simples  en  des  points  singuliers  de  la 
surface  de  Kummer;  la  fonction  rationnelle  0(i)  correspondante  a 
alors  plus  de  quatre  pôles  simples.  Elle  en  a  six  au  moins,  comme  on 
le  reconnaît,  en  opérant  sur  ^  une  transformation  homographiquc,  de 
manière  que  le  point  ^  =  ce  ne  soit  pas  critique  pour  l'intégrale 

11  en  résulte  quune  unicursale  tracée  sur  une  surface  de  Kummer 
non  elliptique  doit  présenter  en  tout,  aux  points  doubles  de  la  sur- 
face, six  branches  simples  au  moins. 

12.  Admettons  d"abord  qu'il  y  ail  exactement  six  branches  simples, 
répondant  aux  valeurs  ^,,  ;,,...,  ^„  du  paramètre  l  qui  détermine  les 
points  de  l'unicursale  C  :  pour  que  l'intégrale  /y 0(^)<^''^  l'^ste  finie 
pour   ^  =  »,    il  faut   que    Q{1),  qui   n"a  que  les   six   pôles  sinq)les 
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;,,  ^;,  .  .  .,  H,;,  n'ait  que  deux,  zéros,  lesquels  sont  nécessairement  con- 
tondus  (n°  7),  puisque,  par  hypothèse,  la  courbe  C  n'a,  aux  points 
doubles  de  la  surface,  que  les  six  branches  (simples)  considérées  ici. 
(^11  a  donc,  tout  le  long  de  la  courbe  C, 

au  4-  0  (h- 


v'(?-t,)...(^_f„) 


Comme  p  est  quelconque,  u  et  v  sont,  le  long  de  (1,  deux  intégrales 
hyperelliplicjues  de  genre  deux  et  de  première  espèce;  en  un  point 
de  C,  elles  ne  sont  donc  déterminées  qu'à  certaines  périodes  près,  que 
nous  définirons  de  la  manière  suivante  :  Soient  a'  et  i'  deux  intégrales 
hyperelliptiques  du  même  tvpe  (juc  u  et  c  le  long  de  la  courbe  (], 

^   •  y  v'(f~?,)...(ï-?,)    ■'  J  s'(\-\.)...{\-U) 

formant  un  système  normal,  c'cst-à-dirc  admettant  comme  périodes 
(pialre  couples  de  quantités,  de  la  forme  (i,  o);  (o,  i);  (c7,  t);  (t,  a'). 
Les  intégrales  u  et  c,  le  long  de  C,  sont  des  fonctions  linéaires  de 
u  et  t>',  fonctions  qu'on  peut  supposer  homogènes,  si  Ton  clwisit  con- 
venablement les  limites  inférieures  des  intégrales 

('l)  «  =  A»' +  u-r',  r  =  A';/ -t-  u-'r'. 

En  un  point  de  la  courbe  C,  u'  et  t  '  ne  sont  déterminés  cpi'à  une  de 
leurs  périodes  près,  quelconque  d'ailleurs;  si  u'  et  r'  augmentent 
d'une  période,  a  et  p  augmentent,  en  vertu  de  (4),  de  quantités 
correspondantes.  Mais  u  et  r  sont,  par  hypothèse,  les  arguments  hy- 
perellipticjues  d'un  point  de  la  courbe  C,  c'est-à-dire  de  la  surface  dt- 
Ivumnier;  ils  ne  peuvent  donc  avoir,  en  un  même  point,  que  des  va- 
leurs différant  entre  elles  d'une  période  des  fonctions  abéliennes  liées 
à  la  surface.  Soit,  comme  au  n"  5,  (i,  o^;  (o,  i);  (if.  A);  (//,  g')  un 
système  de  périodes  primitives  pour  «f  et  v  sur  la  surface;  les  quantités 
u  et  i-  définies  par  (4)  augmenteront  d'une  période  de  ce  dernier  sys- 
tème quand  u'  et  v'  augmentent  d'une  période  quelconque  dérivée  des 
périodes  (r,  o);_(o,  i);  (a-,  t);  (t,  <j'). 


'lO^'  G-     HUMBERT. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  considère  u'  et  r'  comme  deux  variables 
abéliennes,  indépendantes  entre  elles,  de  périodes  (i,o);  (o,  i); 
(a-,  t)  ;  (t,  a'),  les  équations  (4)  établissent  une  transformation 
entre  les  fonctions  abéliennes  des  variables  u'  et  c',  admettant  ces  pé- 
riodes, et  les  fonctions  abéliennes  des  variables  u  et  t',  admettant  les 
périodes  (i,  o);  (o,  i);  {g,  A);  (A,  g')  :  car,  aux  valeurs  «'-h  période, 
r' -h  période,  les  équations  (4)  font  correspondre,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, des  valeurs  de  la  forme  u  -i-  période,  f  -+-  période,  c'est-à-dire 
un  seul  jDom^  abélien  m,  c. 

Si  nous  admettons  que  les  fonctions  abéliennes  en  u,  c  (ou  en  u' ,  i') 
ne  sont  pas  singulières  dans  le  sens  que  nous  avons  donné  à  ce  mol 
(Journal  de  Matliéniatiques,  5*  série,  t.  V,  VI  cl  ^  Il  ),  la  transfor- 
ujalion  dont  il  s'agit  est  nécessairement  une  transformation  ordinaire, 
et  il  est  aisé  de  déterminer  son  ordre. 

13.  L'équation  de  la  courbe  C,  sur  la  surface  de  Kummer,  est  de 
la  forme  0(w,  v)  =^  o,  la  fonction  Q(u,  (-•)  étant  une  fonction  thêta,  aux 
périodes  (i,  o));  (o,  i);  (g,  h);  (//.,  g'),  qui  est  nécessairement ^a?'/-e 
ou  impaire  :  autrement,  en  effet,  la  courbe  serait  univoque  (n°  G); 
c'esl-à-dire  que  u  et  c  seraient  des  intégrales  abéliennes  de  première 
espèce  sur  celle  courbe,  qui,  dès  lors,  ne  pourrait  être  unicursale. 

D'ailleurs,  le  long  de  C,  u'  et  p'  sont  deux  intégrales  hyperelliptiques 
de  genre  deux,  aux  périodes  normales  (i,  o);  (o,  i);  (cr,  t);  (t,  a'); 
elles  sont  donc  liées,  en  vertu  d'un  théorème  fondamental  classique, 
par  une  équation  3'(m',  v')  =  o,  en  désignant  par  ^(u',  v')  une  fonction 
ihêla  du  premier  ordre,  aux  périodes  (i,  o);  (o,  i);  (  t,  t);  (t,  (t')  : 
celte  fonction  est  nécessairement  paire  ou  impaire,  car  u  et  c  n'élanl 
simultanément  définis  qu'au  signe  près  le  long  de  C,  il  en  est  de  même 
de  u'  et  v',  d'après  (4). 

Cela  posé,  si  la  transformation  définie  par  les  équations  (4)  est 
d'ordre  n,  ces  équations  font  correspondre,  à  un  point  abélien  u,  r, 
n-  points  abéliens  u',  v' ,  dont  les  arguments  diffèrent  de  certains 
^^Kii.es  jjg  péi.iodes;  on  aura  donc,  d'après  la  théorie  de  la  transforma- 
tion, appliquée  à  la  fonction  Q{u,  c), 

(5)  0(«,  (.')  =  e''"'-''''^(?/,  (•')&(«' 4- a„r'  +  ^,)... .'^(«'+a„^r' 4-  ^„0, 
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en  désignant  par  P(w',  c)  un  polynôme  du  second  ordre  en  a\  v'  et 
par  a^,  p.,  . . .,  a,,',  j3„',  des  /i"™''*  de  périodes  convenables. 

Or,  on  sait  qu'une  fonction  thêta  d'ordre  p  en  ;/,  c-  a  pour  trans- 
formée en  «',  v  une  fonction  thêta  d'ordre  pn\  û  p  est  l'ordre  de 
0(«,  f),  l'ordre  du  second  membre  de  (5),  qui  est  évidemment  «*, 
devant  être  égal  à  /?«,  on  aura 


Ainsi  la  transformation  que  nous  éludions  a  pour  ordre  l'ordre 
même  de  0(m,  p),  ou,  si  l'on  veut,  la  moitié  du  degré  de  la  courbe 
0(«,  p)  =  o,  c'est-à-dire  de  C  ('). 

14.   On  peut  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Soil  une  surface  de  Kummer  liée  à  des  fondions  abélienncs 
dérivanl du  radical  \(^x  —  a,  ). .  .(x  —  «„) ;  supposons  qu'une  courbe 
unicursale,  tracée  sur  elle,  et  de  degré  2/?,  présente  en  tout  six 
branches  simples  aux  points  doubles  de  la  surface,  et  désignons 
par  ^,,  ^.,,  ...,  Ec  les  valeurs  du  paramètre  unicursal  correspon- 
dantes ;  les  fonctions  abéliennes  dérivées  respectivement  des  deux 
radicaux 


S/'{x  —  a,). .  .(x  —  a^)     et     v'(^ —?,)..  .(x  —  H^) 

sont  liées  par  une  transformation  d'ordre  p. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  théorème  et  sur  sa  réciproque,  et 
nous  en  ferons  quelques  applications. 

13.  Le  cas  d'une  courbe  unicursale  ayant  plus  de  six  branches 
simples  au  total  en  des  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer  parait 
moins  intéressant.  Le  long  d'une  telle  courbe,  u  et  v  se  présentent  sous 

(')  Car,  sur  la  surface  de  Kummer  définie  paramétriquement  par  le  procédé 
de  M.  Weber,  la  courbe  6(«,  c)  =  o,  où  6 (h,  c)  est  une  fonction  thêta,  paire  ou 
impaire,  d'ordre />,  est  coupée  par  un  plan  en  j.2.2.p  points;  elle  est  donc 
d'ordre  2p. 
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la  forme  d'intégrales  hypercllipliques  de  genre  supérieur  à  deux,  et 
comme  elles  ne  peuvent  admettre  que  qualre  paires  de  périodes  simul- 
tanées, on  a  un  exemple  géométrique  d'intégrales  réductibles  au  genre 
deux.  iXous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 

16.  Courbes  de  genre  un.  —  Il  est  aisé  d'établir,  en  suivant  les 
méthodes  précédentes,  que,  en  dehors  du  cas  elliptique,  une  courbe 
de  genre  un,  tracée  sur  la  surface  de  Kummer,  présente  en  tout  quatre 
branches  au  moins  en  des  points  singuliers  de  la  surface.  Par  suite,  il 
n'existe  pas  de  plan  tangent  à  la  surface  en  deux  points  simples;  pas 
de  (|uadrique  tangente  en  huit  points  simples,  etc. 

Application  aux  courbes  de  genre  deux. 

17.  Nous  ne  traiterons  que  des  courbes  de  genre  deux  (tracées  sur 
la  surface  de  Kummer)  ne  passant  par  aucun  des  seize  points  doubles. 

Soient  C  une  pareille  courbe;  C  une  courbe  plane  du  quatrième 
ordre,  à  un  point  double,  lui  correspondant  point  par  point,  et  d'équa- 
tion f{x,  y')  =z  o.  Les  difTérentielles  du  +  p  dv  prises  sur  la  surface  le 
long  de  C  ont  pour  expression  le  long  de  ('/  (n"  o) 


du  +  c  d<.-  =  ^ — -'      ■'    dx, 
J  y 

Y„(^x,  y^  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  coni(jue 
biadjointe  à  C,  c'est-à-dire  ayant  un  point  double  au  point  double 
de  C  La  conique  F,^  o  se  décompose  donc  en  deux  droites  passant 
par  ce  point  et  qui,  de  plus,  doivent  être  soit  confondues,  soit  tan- 
gentes à  C'  (n°  3)  :  mais  les  tangentes  menées  à  C  par  son  point 
double  sont  au  nombre  de  six,  et  l'équation  simultanée  de  deux 
d'entre  elles  ne  peut  contenir  de  paramètre  arbitraire  ;  comme  ¥.,  {x,y) 
doit  évidemment  dépendre  du  paramètre  p,  il  faut  que  les  deux  droites 
(pii  composent  la  conique  Fo  =  o  soient  confondues.  En  daulres 
termes,  du  et  dv  sont  de  la  forme 

a.r  +  l,y-^c    , 
J  y 
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la  droite  ax  +  by  -^  c  =  o  passant  par  le  point  double  de  C;  u  et  v 
sont  donc  deux  intégrales  ahéUennes  de  première  espèce  appar- 
tenant à  cette  courbe. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  séparer  analytiquement,  le  long  de  Cou 
de  C,  les  arguments  u,  v  et  —  w,  —  v  qui  correspondent  à  un  même 
point;  C  est  donc  une  courbe  univoque,  c'est-à-dire  que  son  équation, 
sur  la  surface  de  Kummer,  s'obtient  en  annulant  une  fonction  thêta, 
de  u  et  t',  qui  n'est  ni  paire,  ni  impaire. 

18.  Soient  maintenant  u'  et  v'  deux  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce,  appartenant  à  C  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  C)  et 
formant  un  système  normal,  c'est-à-dire  ayant  des  couples  de  périodes 
du  type  (1,0),  Ce,  i),  (ct,  t),  (t,  a');  en  un  point  de  C,  «'et  p' prennent 
des  valeurs  qui  diffèrent  entre  elles  d'une  période,  et  cette  période  peut 
être  quelconque.  Comme  C  est  de  genre  deux,  u  et  i>  sont,  le  long  de 
cette  courbe,  linéaires  en  u'  et  p'  : 

(C)  u  =  'Ku'-h  av';  r  =  A'//'+  Li.'t''. 

D'ailleurs,  en  un  point  de  C,  u  et  v  prennent  des  valeurs  qui  diffèrent 
entre  elles  d'une  période  dérivée  des  périodes  (i,o),  (o,  i),  (  f^,  h), 
(h,  g')  liées  aux  arguments  u  et  p  sur  la  surface  de  Kummer;  il  en 
résulte  que,  u'  et  p'  augmentant  d'une  quelconque  de  leurs  périodes, 
«etp,  définis  par  (6),  augmentent  d'une  des  leurs.  Par  suite  (n°  12), 
les  équations  (G)  établissent  une  transformation  entre  les  fonctions 
abéliennes  de  u,  v,  aux  périodes  (i,  o),  (o,  i),  (g,  h),  (h,  g'),  et  les 
fonctions  abéliennes  de  u',  p',  aux  périodes  (i,  o),  (o,  i),  (a,  t),  (t,  a'). 

Si  la  transformation  est  ordinaire,  ce  qui  est  le  cas  certain  pour  des 
fonctions  abéliennes  non  singulières,  soit  n  son  ordre;  0(«,  p)  étant  le 
premier  membre  de  l'équation  de  C  sur  la  surface  de  Kummer,  on  a, 
comme  au  n°  13, 

(7)  e(if,^')  =  e'-^""'''^(u',v)^{u'  +  a,,v'-^{i,)..r^(u'+y.„^,,''-^r^,..), 

d'où  Ton  conclut  encore  que  n  est  égal  à  l'ordre,  p,  de  la  fonction  thêta 
e(u,  p). 

Dans  cette  équation,  Z(u',  p')  désigne,  comme  au  n"  15,  une  fonction 
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thèla  d'ordre  un,  aux  périodes  (i,  o),  (o,  i),  (a,  t),  (t,  tr);  mais  celle 
fonction  n'esl  plus  paire  ou  impaire,  parce  que  Q{u,  p)  ne  l'est  pas. 

Le  degré  de  la  courbe  C  est  d'ailleurs  égal  à  ip,  car  le  nombre  des 
zéros  communs  à  0(«,  p)  et  à  une  fonction  thêta  du  second  ordre 
est  4Pf  et  ces  zéros  ne  sont  pas  deux  à  deux  égaux  et  de  signes 
contraires,  puisque  0(m,  p)  n'est  ni  paire  ni  impaire. 

19.   Complétons  ces  résultats  par  une  interprétation  géométrique. 

Soient  R  la  surface  de  Kummer  initiale  sur  laquelle  est  tracée  C,  et 
K'  une  surface  analogue  définie  de  la  même  manière  à  l'aide  des  fonc- 
tions abéliennes  en  u'  et  p'.  En  vertu  de  (G),  à  un  point  «',  p'  de  K.' 
répond  un  seul  point;/,  p  de  K,  et  à  un  point  de  K  répondent />- points 
de  K',  puisque  la  transformation  (G)  est  d'ordre yj.  Quand  le  point  u,  p 
décrit.sur  K  la  courbe  C,  l'équation  (7)  montre  que  les p"^  points  u',  v' 
correspondants  décrivent,  sur  K',  les  p-  courbes  distinctes 

^(i/,  i-')  =  o,  ~(;/'-H  a.,  p'-H  ^0)  =  o,  ..., 

dont  chacune,  dès  lors,  correspond  à  Q  point  par  point.  D'ailleurs,  la 
courbe  ~{u' ,  p')  =  o,  où  &(?/',  p')  est  une  fonction  thêta  d'ordre  un,  ni 
paire  ni  impaire,  est  la  section  de  K'  par  un  plan  tangent,  et  a  pour 
modules  les  modules  mêmes  des  fonctions  abéliennes  liées  à  K'  ('). 

Observons  encore  qu'en  désignant  par  a  et  [3  deux  constantes,  la 
courbe  définie  sur  K  par  l'équation  0(«  -t-  a,  p  -+-  ^)  =  o  correspond 
évidemment  point  par  point  à  0(«,  p)  =  o;  c'est  donc  une  courbe  de 
même  genre  [deux)  et  de  mêmes  modules  que  C;  elle  est  aussi  de 
même  degré,  ![p. 

Enfin,  chacune  des  courbes  0(m  +  a,  p  +  |3)  =  o,  y  compris  C,  est 
l'intersection  complète  de  la  surface  K  avec  une  surface  d'ordre /j  (-); 
en  général,  une  telle  intersection  est  de  genre  2p'-  +  i  et,  pour  qu'elle 
soit  de  genre  deux,  il  faut  qu'elle  admette  2/)°—  1  points  doubles  (ou 
des  points  multiples.d'ordre  supérieur  en  nombre  équivalent)  ;  la  sur- 
face d'ordre  jo  touchera  donc  la  surface  de  Kummer  en  2p°  —  i  points. 


(')  Journal  de  Matlu'matiques,  4"  série,  t.  I\,  j).  i  12. 
(«)  Ibid.,  t.  1\,  p.  i55. 
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20.  On  peut  donc  énoncer  ce  résultat  : 

Soit,  sur  une  surface  de  Kuinrner,  une  courbe  de  genre  deux  ne 
passant  par  aucun  des  seize  points  doubles  :  cette  courbe  est  de 
degré  !\p;  elle  appartient  à  un  groupe  doublement  infini  de  courbes 
de  même  degré,  de  même  genre  et  de  mêmes  modules,  également 
tracées  sur  la  surface  et  ne  passant  par  aucun  point  double.  Cha- 
cune de  ces  courbes,  y  compris  la  proposée,  est  V intersection  com- 
plète de  la  surface  de  Kummer  avec  une  surface  d'ordre  p,  qui  la 
touche  en  ip^  —  i  points;  ses  modules  sont  ceux  de  fonctions  abé- 
liennes  liées,  par  une  transformation  d'ordre  p,  à  celles  qui  défi- 
nissent la  surface  primitive. 

Réciproquement  :  Toute  surface  d'ordre  p  touchant  la  surface 
de  Kummer  en  ip- —  i  points  et  ne  passant  par  aucun  de  ses  seize 
points  doubles,  la  coupe  suiva/it  une  courbe  de  degré  4  p  et  de  genre 
deux,  dont  les  modules  jouissent  de  la  propriété  précédente . 

Une  autre  réciproque,  à  peu  près  évidente,  est  celle-ci  : 

Soient  K  et  K'  deux  surfaces  de  Kummer  transformées  l'une  de 
l'autre  par  une  transformation  ordinaire  d'ordre  p,  c'est-à-dire 
telles  qu'à  un  point  de  K'  réponde  un  point  de  K  et,  à  un  point  de  K, 
p-  points  de  K'  :  aux  sections  de  K'  par  ses  plans  tangents  corres- 
pondent, point  par  point,  sur  K,  des  courbes  d'ordre  [\p,  de  genre 
deux,  nyant  toutes  pour  modules  ceux  des  fonctions  abéliennes  qui 
définissent  la  suif  ace  K'. 

21.  De  cet  ensemble  de  propositions  résulte  le  théorème  général  : 

Les  surfaces  d'ordre  p  qui  touchent  une  surface  de  Kummer  en 
•xp-  —  \  points,  c' est-à-dire  la  coupent  suivant  des  courbes  de  genre 
deux,  et  qui  ne  passent  par  aucun  des  seize  points  singuliers,  se 
répartissent  en  autant  de  groupes  qu'il  y  a  de  transformations  or- 
dinaires, non  équivalentes,  d'ordre  p;  chaque  groupe  est  lié  à  une 
de  ces  transformations. 

Les  surfaces  d'un  groupe  sont  en  nombre  doublement  infini  et 
coupent  la  surface  de  Kummer  proposée  suivant  des  courbes  de 


/j[0  ■    G.     HIMBERT. 

degré  l^  p  et  de  genre  deux  qui  ont  les  mêmes  modules  :  ces  modules 
sont  ceux  des  fonctions  abcliennes  transformées,  par  la  transfor- 
mation qui  correspond  au  groupe,  des  fonctions  abéliennes  liées  à 
la  surface  de  Kummer  initiale. 

On  a  ainsi  une  représentation  géométrique  très  simple  des  transfor- 
mations d'un  ordre  donné  et  des  équations  modulaires  correspon- 
dantes. 

Par  exemple,  si  p  est  premier,  il  y  a  i  -t-  p  -h]}'  -H/)'  transforma- 
tions non  équivalentes  d'ordre  p  (Hermite);  nous  aurons  donc  ce 
même  nombre  pour  nos  groupes  de  surfaces  d'ordre  p.  Ainsi,  il  y  a 
quarante  groupes  de  surfaces  du  troisième  ordre  touchant  cliacune  la 
surface  de  Kummer  en  dix-sept  points;  quinze  groupes  de  quadriques 
tangentes  en  sept  points,  etc. 

22.  On  peut  rattacher  à  cette  théorie  les  résultats  donnés  plus 
haut  {n°  14)  à  propos  de  certaines  courbes  unicursales. 

Reprenons  les  deux  surfaces  de  Kummer  K  et  K'  introduites  tout  à 
l'heure  :  aux  sections  de  K'  par  ses  plans  tangents  correspondaient 
point  par  point,  sur  K,  des  courbes  de  genre  deux  et  de  degré  4  />•  Si 
S:(«,  r')^o  est  l'équation  d'une  des  sections  considérées  sur  K',  et 
si  0(«,  t')  =  G  est  celle  de  la  courbe  correspondante  sur  K,  on  a  (7) 

Q(u,  r)  =  ^•""••'■''^(«',  c-')^(«'+  a,.i-+  ;Î,  ),  . ..,  r(//-H  a^=,r'-h  .3,,-.). 

Parmi  les  sections  de  K'  par  ses  plans  tangents  figurent  les  seize 
coniques  de  cette  surface;  soit  ~„(u',  c)  =  o  l'une  d'elles.  La  fonc- 
tion &„(«',  p')  est  un  des  seize  thêtas  normaux  d'ordre  un;  elle  est 
paire  ou  impaire.  On  en  déduit  immédiatement  que  la  fonction  0(?^,t) 
correspondante,  que  je  désignerai  par  Q^(u,  v),  est  aussi  paire  ou  im- 
paire; de  plus,  Zg(u',v')  s'annule  pour  six  demi-périodes  de  u' ,  v  ; 
d'où  l'on  conclut  que  0o(",  ')  s'annule  six  fois  pour  des  demi-périodes 
de  «,  PS  Plus  exactement,  la  courbe  ©„(«,»•)  ^o  a  six  branches 
simples  en  des  points  doubles  de  K.  Cette  courbe  est  d'ailleurs  de 
degré  2.p,  au  lieu  de  ^p,  à  cause  de  la  parité  ou  de  l'imparité  de 
0o(m,  t»);  elle  est  unicursale,  puisqu'elle  répond  point  par  point  à  la 
conique  ~(|(?/',  i   )  =  o. 
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23.  Réciproquement,  toute  unicursale  de  degré  ip,  tracée  sur  K, 
et  présentant  en  tout  six  branches  simples  aux  points  doubles  de  cette 
surface,  appartient,  comptée  deux  fois,  à  un  des  groupes  de  courbes 
de  genre  deux  et  d'ordre  !\p  rencontrés  tout  à  l'heure.  Car  si 
0d(//,  v)  =  o  est  son  équation,  je  dis  que  les  courbes 

@o{u  +  a,  (■  +  [3)  =  o 

sont  de  degré  ^  p  et  de  genre  deux. 

1°  Elles  sont  d'un  degré  double  du  degré  de  0o(«,  f)  =  o,  car  la 
fonction  0„(m,v)  est  nécessairement  paire  ou  impaire  (n°  13)  et  la 
fonction  0o(«  +  a,  p  +  p)  n'a  plus  cette  propriété,  tout  en  ayant, 
comme  fonction  thêta,  le  même  ordre  que  la  précédente. 

2"  Elles  sont  de  genre  deux,  car  on  peut  établir  entre  les  courbes 
00 (U,  V)  =  o  et  0„(m  +  a,  r  -H  j3)  =  o  la  correspondance 

U  =  //  +  a,  V  :=  r  +  |3, 

qui  à  un  point  u,  r  ne  fait  correspondre  ({u'un  point  U,  V,  et  à  un 
point  U,  V  fait  correspondre  les  deux  points  w  =  sU  —  a,  ('  =  sV  —  p, 
£  désignant  ±  i.  D'ailleurs,  ces  deux  derniers  points  ne  coïncident 
que  si  U,  V  est  une  demi-période,  ce  cjui  se  présente  en  tout  six  fois, 
puisque  la  courbe  0„(U,V)  =  o  n'a  que  six  branches  simples  aux 
points  doubles  de  K  :  le  genre  p  de  la  courbe  @o(u  -+-  oi.,  c  +  [3)  =  o 
s'obtient  dès  lors  parla  formule  de  M.  Zeuthen  sur  les  genres  de  deux 
courbes  correspondantes,  ce  qui  donne  ici 

2(p  —  l)  =  2.  2.(o  —  l)  -t-  G,  d'où  p  =  2. 

24.  Il  résulte  de  là  et  du  théorème  du  n"  14  que,  pour  obtenir  les 
modules  de  toutes  les  fonctions  abéliennes  Hées,  par  une  transforma- 
tion d'ordrep,  aux  fonctions  abéliennes  qui  définissent  une  surface  de 
Kummer  donnée  Iv,on  pourra  procéder  ainsi:  on  cherchera  à  déterminer 
sur  K.  les  unicursales  d'ordre  a/j  qui  présentent  en  tout  six  branches 
simples  aux  points  doubles  de  la  surface;  ces  courbes  se  répartissent 
en  autant  de  groupes  qu'il  y  a  de  transformations  non  équivalentes 
d'ordre  p.  Si  ?,,  ^.,,  ...,'?6  sont  les  valeurs  du  paramètre  unicursal 
qui  correspond,'  sur  une  des  courbes,  aux  six  branches  simples  passant 
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par  des,  points  doubles,  le  radical  \l(:/;  —  ^,)  . . .  (x  —  ^^)  donnera 
naissance  (n°  14)  à  des  fonctions  abéliennes  liées  aux  fonctions  pri- 
mitives par  une  transformation  d'ordre  p. 


Transformations  d'ordre  trois. 

2ii.  Pour  les  transformations  du  troisième  ordre,  on  doit,  d'après 
ce  qui  précède,  chercher  les  courbes  unicursales  de  degré  six  avant  en 
tout  six  branches  simples  aux  points  singuliers.  Or  (^Journal  de  Ma- 
thématiques, 4*  série,  t.  IX,  p.  42),  les  courbes  d'ordre  six  se  divisent 
en  deux  grandes  classes  :  celles  de  la  première  passent  simplement  par 
six  points  doubles,  celles  de  la  seconde  par  dix.  Les  premières  sont 
donc  seules  admissibles.  Elles  se  repartissent  (ibid.)en  seize  familles, 
quadruplemcnt  infinies  chacune,  et  qui  sont  transformées  l'une  de 
l'autre  par  une  des  cjuinze  transformations  honiographiques  de  la  sur- 
face en  elle-même  (ces  transformations  font  répondre  à  un  point  u,  v 
le  point  u  -h  ^période,  f  -t- ^^  période).  11  suffit  donc  de  considérer  une 
des  seize  familles  :  les  courbes  correspondantes  sont  (ibid.)  les  inter- 
sections de  la  surface  de  Kummer  K  avec  des  quadriques  menées  par 
une  des  seize  coniques,  y.  Une  pareille  courbe  est,  en  général,  de  genre 
quatre  (ibid,  p.  i40i  pour  qu'elle  soit  unicursale,  il  faut  qu'elle  ait 
quatre  points  doubles,  distincts  des  points  singuliers  de  K,  puisqu'en 
ces  derniers  points  il  ne  peut  y  avoir,  en  tout,  que  six  branches  simples. 
Ainsi,  tout  revient  à  déterminer,  parmi  les  quadricjues  en  nombre 
quatre  fois  infini  (jui  passent  par  la  conique  y,  celles  qui  touchent  la 
surface  de  Kummer  en  quatre  points  (simples).  Il  y  en  a  en  tout  qua- 
rante, puisqu'il  y  a  quarante  transformations  non  équivalentes  d'ordre 
tJ'ois  (n""  21,  24).  En  projetant  la  figure  à  partir  d'un  des  points 
doul)lcs  de  K,  non  situés  sur  y,  on  arrive  sans  difficulté  à  ce  résultat  (  '  )  : 

Soient  ABC  et  ABC  deux  triangles  circonscrits  à  une  même 
conique;  désignons  par  a,,  a.,,  ...,  a^  les  arguments  des  six  côtés 
considérés  comme  tangents  à  la  conique. 

(')  Voir,  à  ce  sujet,  noire  Mémoire  Sur  les  fon'ctions  abéliennes  singulières 
(ce  Journal,  5°  série,  t.  V,  p.  34a-344)- 
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Il  y  a  quaraale  courbes  unicursales  du  sixième  ordre  passant 
par  les  sommets  des  deux  triangles  et  en  outre  bitangentes  aux  six 
côtés;  si  ^1,  ...,  E„  sont  les  arguments  unicursaux  qui  répondent 
aux  SIX  sommets  sur  une  de  ces  courbes,  les  fonctions  abélienncs 
des  deux  radicaux 


s/(x--a,)...(x--a„)     et     ^{x-l,)...{x  -l,) 

sont  liées  par  une  transformation  du  froisièrne  ordre. 

On  obtient  ainsi  les  quarante  transformations  non  équivalentes 
de  cet  ordre. 

Transformations  d'ordre  deux. 

26.  Les  courbes  d'ordre  quatre,  sur  la  surface  de  Kummer  ordi- 
naire, sont  les  sections  planes  et  des  biquadratiques  dont  chacune 
passe  par  huit  points  doubles  {Journal  de  Mathématiques,  4*  série, 
t.  IX,  p.  79).  Les  qnartiques  ayant  six  branches  simples  en  des  points 
singuliers  ne  peuvent  donc  appartenir  qu'à  la  catégorie  des  sections 
planes;  et  ce  seront  nécessairement  les  sections  faites  par  des  plans 
contenant  trois  points  doubles.  On  doit  rejeter  les  seize  coniques  qui 
sont  d'ordre  deux  et  non  d'ordre  quatre;  or  il  y  a  en  tout  ^  16  x  i5  X  i4 
plans  menés  par  trois  des  seize  points  doubles;  parmi  eux  figure 
chacun  des  seize  plans  singuliers  compté  ^6x5x4  fois,  puisqu'il 
contient  six  points  doubles;  il  reste  donc^iG[i5  x'i4  —  6  x  5  x  4], 
ou  240  plans  non  singuliers  contenant  trois  points  doubles  chacun. 
D'ailleurs,  ces  plans  sont  transformés  les  uns  des  autres  par  les  quinze 
transformations  homographiques  de  la  surface  en  elle-même,  de  sorte 
qu'il  n'y  a  à  considérer  que  240  :  iG,  c'est-à-dire  quinze,  d'entre  eux. 
Ce  nombre  de  quinze  est,  comme  cela  devait  être,  celui  des  transfor- 
mations non  équivalentes  du  second  ordre.  Ainsi  : 

Soient  K  une  surface  de  Kummer  et  A,,  A.,  A3  trois  de  ses 
points  doubles  non  situés  dans  un  même  plan  singulier;  la  section 
de  K  par  le  plan  A,,  A^,  A3  est  une  quartique  unicursale,  ad- 
mettant A,,  A.  et  A3  comme  points  doubles  :  les  six  arguments  de 
ces  points  sur  i' unicursale  sont  les  racines  d'un  polynôme  du 
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sixième  ordre  dont  la  rarÀne  carrée  donne  naissance  à  des  fonc- 
tions abéliennes  liées,  par  une  transformation  quadratique,  à 
celles  dont  dépend  la  surface  de  Kummer  proposée. 

27.  On  peut  donner  à  ce  résnltal  une  forme  bien  autrement  élé- 
gante. 

Observons  d'abord  qu'en  vertu  des  propriétés  générales  delà  sur- 
face de  Kummer,  il  existe  un  point  double  Ao  de  cette  surface,  tel  que 
le  tétraèdre  A(,  A,  Ao  A3  n'admette  pour  face  aucun  plan  singulier  de  K. 
Dès  lors,  les  six  plans  singuliers  qui  contiennent  le  point  Ao  passent, 
deux  par  deux,  par  les  trois  droites  A„A,,  A^Ao,  ApAj,  et  coupent 
le  plan  A,  A,  A,  suivant  six  droites  tangentes  à  une  même  conique  (t), 
qui  est  la  section  du  cône  des  tangentes  à  la  surface  K  en  Ao-  Les  rap- 
ports anharmoniques  des  six  droites  précédentes  quatre  à  quatre  sont, 
d'ailleurs,  comme  on  sait,  les  modules  de  K,  c'est-à-dire  ceux  des 
fonctions  abéliennes  liées  à  cette  surface. 

Cela  posé,  prenons,  dans  le  plan  A,  A2A3,  le  triangle  A,  AoA,  pour 
triangle  de  référence,  xyz^^o:,  la  quartique  unicursale  considérée 
plus  haut,  admettant  A,,  Aj  et  A3  comme  points  doubles,  est  la  trans- 
formée d'une  conique  (a)  par  la  substitution 

, I  ,1  ,1 

jc'  ■^  y'  "  =  ' 

aux  points  A,,  A,,  A3  considérés  comme  appartenant  successivement 
aux  branches  de  la  quartique  qui  s'y  croisent,  correspondent  les  six 
points  où  la  conique  (t)  coupe  les  six  côtés  du  triangle  de  référence. 
Ainsi,  les  modules  des  fonctions  abéliennes,  liées  à  celles  qui  défi- 
nissent K  par  la  transformation  quadratique  du  théorème  précédent, 
sont  les  rapports  anharmoniques,  quatre  à  quatre,  des  six  points  où 
les  côtés  du  triangle  A,  A,  A3  coupent  (t). 

D'un  autre  côté,  nous  avons  dit  tout  à  l'heure  que  les  modules  des 
fonctions  abéliennes  liées  à  K  sont  les  rapports  anharmoniques  des  six 
droites,  tangentes  à  la  conique  (■:),  suivant  lesquelles  le  plan  A,  A2A3 
coupe  les  six  plans  singuliers  menés  par  Ao  :  ces  six  droites  sont  évi- 
demment les  six  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  quartique  unicursale 
envisagée,  par  les  points  A,,  A.,  A3;  on  vérifie  directement,  par  la 
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Géométrie  analytique,  que  leurs  rapports  anliarmoniqucs  quatre  à 
quatre,  sur  la  conique  qu'elles  touchent,  sont  les  mêmes  que  ceux  des 
six  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  conique  (i)  par  A,,  A..,  A3.  Par 
consécjuent  : 


Soit  donné  un  radical  \l(^x  —  a,  )  ...  (x-  —  cTc);  marquons  sur  une 
conique  quelconque  (ct)  les  six  points  qui  ont  pour  arguments  uni- 
cursaux  les  quantités  a,,  a,,  .  .  .,  a^  et  joignons-les  deux  à  deu.r 
par  trois  droites,  de  manière  à  former  un  triangle  T  dont  chaque 
côté  contienne  deux  des  six  points  et  dont  aucun  sommet  ne  soif 
sur  la  conique.  Il  y  a  quinze  pareils  triangles. 

Prenons  maintenant  le  triangle  polaire  de  T  pa/-  rapport  à  la 
conique;  soient  b,,  b.,,  ...,  b„  les  arguments  des  six  points  où  ses 
côtés  coupent  la  courbe;  les  deux  radicaux 


V(x-  —  a,) .  . .  (x  —  «c  )     et     \J{x  —  b,)  . . .  (x  —  b^) 

donnent  naissance  à  deux  systèmes  de  fonctions  abéliennes  liés 
l'un  à  Vautre  par  une  transformation  du  second  ordre. 

.lux  quinze  triangles  T  correspondent  ainsi  les  quinze  systèmes 
qui  dérivent  du  système  primitif  par  une  transformation  quadra- 
tique. 

28.  Analytiquement,  cette  construction  conduit  au  résultat  suivant  : 
Les  quinze  transformations  cjuadratiques  des  fonctions  abéliennes 
dérivées  du  radical  y'j?"  +  Ax-'  +  . .  .H-  ]Lx  -+-  F  sont  liées  respective- 
ment aux  quinze  décompositions  du  polynôme  sous  le  radical  en  trois 
facteurs  du  second  degré. 

Soit  une  de  ces  décompositions 

{x-  -i-p,x+  q,)  (x-  -h  p.,x  +  q.,)  (./,-  +  p, x  4-  ^3 )  ; 

le  polynôme  du  sixième  ord-re  qui  donne  naissance  aux  fonctions  abé- 
liennes de  la  transformation  correspondante  est 

[•'■\P^ - P^ )  +  -i'Cî^ -  '7. ) H- p,q, -p^.q>\ 

X  [x'{p,-p.,)-hx{q,-  q,)'i-piq,-p,q.2\ 
X  Ur(p,  -  p,)  +  x{q,  -  q,)  ^  p,q,  ~  p,q^\. 

Jouin.  de  Math.   (5°  série),  tome  VII.  —  Fasc.  IV,  lyoï.  T-I 
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29.  Terminons  par  quelques  propositions  relatives  aux  quadriques 
sept  fois  tangentes  à  la  surface  de  Kummer.  D'abord,  en  vertu  de  nos 
théorèmes  généraux  : 

Il  y  a  quinze  groupes,  doublement  infini  chacun,  de  quadriques 
touchant  en  sept  points  une  surface  de  Kummer  K  et  ne  passant  par 
aucun  des  seize  points  singuliers  de  cette  surface;  les  cjuadriques 
d'un  même  groupe  coupent  K  suivant  des  courbes  d'ordre  huit,  de 
genre  deux,  qui  ont  les  mêmes  modules  ;  ces  modules  sont  ceux  d' un 
des  quinze  systèmes  de  fonctions  abéliennes  liées,  par  transforma- 
tion quadraticj[ue^  aux  fonctions  dont  dépend  la  surface  de  Kummer 
proposée. 

Si  0o(i/,  *■)  =  o  est  l'équation  de  la  section  faite  sur  K  par  un 
plan  non  singulier  contenant  trois  points  doubles  de  K,  les  courbes 
de  genre  deux  ci-dessus,  appartenant  ci  un  même  groupe,  sont 
données  par  l'équation  0„(w  +  a,  i ■  +  Jî)  =  o,  où  ol  et  '^  désignent 
deux  constantes  arbitraires. 

D'après  cela,  les  courbes  0„(// -i- a,  c  4- Jîi)  =  o  ont  sept  points 
doubles;  mais  ces  points  doubles  sont  de  deux  espèces. 

(^i/a/re  d'entre  eux  ont  pour  arguments  les  solutions  communes  aux 
deux  équations  0„(«  +  a,  i-  +  ^  )  =  o,  0„( —  »  -+-  a,  —  r  -+-  ^)  =  o  : 
ces  solutions  sont  au  nombre  de  2.  2.  2,  ou  8,  puisque  0„(w,  v)  est  une 
fonction  thêta  du  second  ordre;  comme  elles  sont  deux  à  deux  égales 
et  de  signe  contraire,  elles  ne  donnent  bien  que  quatre  points  doubles 
de  la  courbe  0„(«  +  a,  r  4-  ^)  =  o. 

On  obtient  les  trois  autres  points  doubles  comme  il  suit.  Désignons 
par  O),  eu'  une  des  trois  demi-périodes  qui  annulent  (doublement  ) 
0o(m,  p),  c'est-à-dire  les  arguments  m,  v  d'un  des  trois  points  singu- 
liers de~K  que  contient  la  section  plane  0o(«,  v)  =  o  :  il  est  clair  que 
le  point  d'arguments  co  —  a,  to'  —  ^  sera  un  point  double  sur  la  courbe 
0o(«  +  a,  t' -i- ^)  =  o.  On  trouve  donc  ainsi  trois  points  doubles, 
dont  les  arguments  diffèrent  de  demi-périodes,  ce  qui  conduit  à  de 
nombreuses  propriétés,  faciles  à  énoncer,  de  ces  groupes  de  trois 
points. 

La  courbe  0o(^/  4-  a,  r  4-  fi)  =  o  étant  de  genre  deux  est  hyperellip- 
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tique  et  ses  points  sont,  par  suite,  deux  à  deux  conjugués.  Si  (u,  v) 
est  un  de  ces  points,  le  conjugué  est  évidemment  (—  2a  —  11,  —  2(3  —  i.-); 
les  deux  conjugués  coïncident  si  «  +  7,  c  -1-  ^  est  une  demi-période, 
ce  qui  ne  se  produit  que  pour  les  trois  points  doubles  de  la  seconde 
espèce.  Ces  points,  considérés  comme  appartenant  successivement  à 
chacune  des  deux  branches  de  la  courbe  de  genre  deux  qui  s\v 
croisent,  sont  donc  les  six  points  de  diramation  de  cette  courbe. 


SUR  LES  BACINES  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES.       ^IÇ) 


Sur  les  racines  des  équations  transcendantes  (') 
à  coefficients  rationnels  ; 

Pau    m.     Edmond    MAILLET. 


I, 

Nous  avons  vu  (-)  que  les  équations  dilTérenlielles  rationnelles  en  y 
et  ses  dérivées,  en  particulier  les  équations  dont  le  premier  membre 
est  un  polynôme  entier  en  y,  et  dont  les  coefficients  sont,  soit  des 

polynômes  entiers  en  x,  soit  des  séries  en—  dont  les  exposants  ou  les 
coefficients  satisfont  à  certaines  conditions  de  croissance  ou  de  décrois- 
sance, ne  peuvent  admettre  comme  solutions  des  séries  en  -  remplis- 
sant certaines  conditions  analogues. 

Si  l'on  considère  les  équations  algébriques  ou  transcendantes  dont 
le  premier  membre  est  ce  que  nous  appelons  une  série  rationnelle, 
c'est-à-dire  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes ou  décroissantes  de  x,  qui  peut  être  une  fonction  entière, 
admettre  des  pôles  ou  même  un  point  singulier  essentiel,  et  dont  les 

(')   Comptes  rendus,  i5  avril  1901. 
(■-)   Ibid.,  25  février  et  11  mars  1901. 

Journ.  de  Math,  (ô'  série),  lome  VU.   —  Fasc.  V\ .  1901,  't- 
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coefficients  sont  rationnels,  on  peut  établir  un  théorème  correspon- 
dant :  les  solutions  réelles  de  ces  équations,  exprimées  dans  un  s\  s- 
tème  de  numération  de  base  quelconque,  ne  peuvent  présenter,  dans 
la  partie  fractionnaire,  des  suites  de  zéros  dont  Tétendue  croit  trop 
vite.  Une  propriété  semblable  a  lieu  pour  les  solutions  imaginaires. 

Ce  théorème  est  déjà  connu  pour  les  solutions  des  équations 
algébriques  (');  nous  allons,  en  précisant  certains  points  dans  ce 
cas  particulier,  établir  la  propriété  plus  générale  que  nous  venons 
d'énoncer. 


II. 


Soit 


(■)      .  ■^  =  ^'  +  ^ 


|;  étant  un  entier  croissant,  un  nombre  exprimé  dans  le  système  de 
numération  de  base  </,  X,  étant  un  entier  qui  peut  être  nul  et  a, ,  a.j.  . . . 
des  entiers  difTércnls  de  zéro  et  =  y  —  i  en  valeur  absolue. 
Considérons  une  série  à  coefficients  rationnels 

(  2  )  /x-  =  0„  +  0 ,  X^.  +  .  .  .  +  ()„X^,.  +  .  .  . , 

où  ûî„  est  un  nombre  croissant  fonction  de  n,  0,,  0^,  ...,  ^  o  étant 
rationnels,  0^  entier,  fjc  est  un  polynôme  ou  une  série  convergente 
dans  un  certain  domaine  où  X  est  compris. 

Soit  £-'  la  fraction  obtenue  en  s'arrétant  dans  X  au  terme  d'indice  /, 
et 

(3-)  /(^O  =  ?«(■'•) +K«(^0> 

(p„  étant  l'ensemble  des  termes  d'exposant  £  gî„  dans  (  i>). 

Si  l'on  a  9„(  —  )  =  o,  on  n'aura  évidemment  pas  o,,.,  (  —  )  =  o.  Nous 

(')  Liou VILLE,  Journ.  de  Math.,  i85i,  et  Borel,  Leçons  sur  la  théorie  des 

fonctions,  p.  26;  1898. 
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ne  considérerons  qnc  les  valeurs  de  n  telles  que 


On  aura 


T  étant  le  dénominateur  commun  à  0,,  . . .,  0„  et  A  un  entier  ^  o. 
D'autre  part, 

<«)  «-©='.-(?;)" -■•• 

Considérons  des  valeurs  de  /,  par  suite  de  qi,  ne  dépassant  pas  cer- 
taines limites,  d'ailleurs  aussi  grandes  qu'on  veut,  et  prenons  0„_^,, 
0„^o,  ...  assez  petits,  ou  quand  X<^  i ,  m^^,,,  c7„^o,  ...  assez  grands  (  '  ~) 
pour  que 

ce  qui  est  toujours  possible.  On  aura 

D'autre  part,  supposons  que  X  soit  une  racine  de/.i-  =  o,  d'ordre  a 
de  multiplicité.  On  aura,  en  posant 

h  =  Pi~  X. 

ni 


(')  Nous  donnons  plus  loin  un  exemple  de  chacun  de  ces  cas.  On  pouirait 
combiner  sans  difficulté  les  deux,  hypothèses  dans  rapplication  des  formules  (8) 
et  (9).  Nous  croyons  inutile  d'insister  pour  le  moment. 
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Dune  part,  on  peut  toujours  prendre  /assez  grand  pour  que 
et,  d'autre  part,  on  a  plus  généralement 

!/!«; ( X ) -I- £ |<  A I /"■■  X ;      ( A  fin i ) . 

Donc 

(g)  |/ii"=  "-yijî,)  f-  (X)  +  s|  >  2>,T7-"|/<="X|' 

Or,  quels  que  soient  ni,,  . . .,  m„  et  ç^,  on  pourra  toujours  prendre 
4*/+,  assez  grand  pour  que  |  h  j'  soit  plus  petit  que  le  second  membre. 
On  en  conclut  ainsi  : 

Théorème  I.  —  Soient 

f.r  z=  0„  H-  0,  .r'^.  + . . .  -T-  0„x°"  -H. . .  (  '  ) 

une  série  rationnelle  (ou  un  polynôme)  (tu,,  . . .,  rar„  entiers  crois- 
sants, 6o  entier,  0,,  . . .,  0„  rationnels)  convergente  dans  le  domaine 
oii  se  trouve  compris 

(■^/  entier  positif  croissant,  cn/  entier  'Sq  —  i  en  valeur  absolue), 
tétant  un  nombre  rationnel  ou  non  exprimé  dans  le  système  de 

numération  de  base  q\  soit  —  la  fraction  obtenue  en  s'arrêtant 

dans  X  au  terme  d'indice  l  (q/=  q^')- 

G,,  . . .,  ô„,  CT,,  . . .,  CT„,  a,,  . .  .,  a,,  '-|/,,  . . .,  ']^i  étant  quelconques,  si 
Von  prend  0„^,,  0,;^.,,  ...  assez  petits,  ou,  quand\  <<  i ,  nî„^4,  cj«+-.  ••■ 
assez  grands  pour  que 

yjJ  "yqj        I    "*'\q,J  ^  2Tqf' 


(')  Il  esl  bien  évident,  que  réqualion  n'a  pas  la  racine—  si  /  esl  assez  grand. 
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(  T  ilcnoDi lnati'ur  commun  à  0 , ,  . . . ,  0„ ),  f  c  qui  est  toujours  possibO-, 
X  u/'  pourra  être  racine  de  fx  =  o  que  si 

(a  ordre  de  mulliplicit(''  de  la  racine  X,  M  nombre  Ji  ni  convena- 
hlenieiit  c/ioisi).  Par  suite,  on  peut  toujours  prendre  ■\i,^^  assez 
i^rand  pour  que  X  ne  soif  pas  racine  de  fx  =  o. 

En  rt'siuué,  quand,  dans  /,r  les  0„  allant  en  décroissant.,  un  cerlaiii 
coefficient  0„^,  est  suffisamment  plus  petit  que  les  précédents,  il  suffit 
que  X  présente  un  nombre  suffisant  de  zéros  consécutifs  dans  la  partie 
décimale  pour  que  cette  quantité  ne  puisse  être  racine  de  /'=  o  :  ceci 
même  si  X  est  une  fraction  limitée  ou  fx  un  polynôme.  On  a  une  pro- 
priété analogue  relative  aux  exposants  ct„  quand  X  <^  i . 

Nous  croyons  utile  de  donner  deux  exemples  précis  dapplicalion 
(le  ce  théorème. 

Premier  e.vemple.   —  Supposons 

a„  entier  fini  et  7^0,  0„  entier  quelconque,  /„  étant  un  entier  positif 
fonction  de  n  contenant  en  facteur  /„_,,  /„_^,  . . .,  et  x^„-=  n.  On  a 


Supposons,  d'après  (7), 


T  =  /„. 


(.0)  ll„    f  )< 


Soit 

Vil) 
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on  aura 

I  '<n+i-H     <  7-  <  J^ 
I     J/„+,-     I  =    '  =  -' 

dès  que 


(D  étant  le  maximum  du  rapport      "^'"^'    )■  On  en  conclut 

V  ^^       I  "»+,  1/ 

Il  suffira,  pour  que  (lo)  ait  lieu,  que 
ou 

/„^.>4^„?;'(f-;)""i«„.,|. 

Si  l'on  observe  que 
il  suffira,  a  fortiori,  cjuc 

(12)     /„,.>4/„<7;'(2X)"-'  |««-.  I  =  4<„l«„.,  |(^X)-'y':v 

(il)  a  alors  lieu. 
D'autre  part 

et  il  suffit,  pour  (fue  (9)  soit  impossible,  que 


-^T—>—r ' 

ou 

(l3)  ,y-^,.,->±^Mf/'^ 


M  étant  fini. 
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Les  formules  (7)  et  (9)  sont  ainsi  remplacées  par  (12)  et  (i3). 
Soit 

(  1-2  )  donne 

/■X,,,-  >  47--/-»  I  a„^,  I  <7'"'''(2X)"+'  , 
IHI 

ry-W ,••/-..-■/">  41  a„^,  1(2 X)"-' 
d'une  part,  et  (i3)  donne 

-<  ^     a  ! 

OU 

-'  a! 

Il  suffira  de  poser,  si  9'^=  /',  par  exemple  : 

(r  fonction  croissante  de  n),  c'est-à-dire 

où  A  est  fini. 

a.   Si  I  ^  X  <^  2,  il  suffira  de  prendre 

( 1 5)  l  ^  fi,         y,^z=n\n  +  kl,,         •]>„  =  //  !  n  -t-  AJ,, 

/i^,  et  A\^  étant  ^(n  —  i)!  en  valeur  absolue,  car  (i4)  devient 

/   a[/^  !  («  -t-  i)-  +  A'„^|  —  «  !  A?  —  A„]  —  /i!  /i^  —  nk^^  n'-, 
I  « l  (n  -h  jy  —  ni  n'^  —  Ï-Çn !  «  +  k'„)  +  AJ,^,  —  /^^AJ, > «, 
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OU 

/  (À  —  i)/;I  /i--t-  /?!  //(liA  —  1  )  +  >.(/<!  -H  A),^,  —  /i„)  —  n/i"i/i-. 
(  «  !  «(  2  —  A)  +  /?  !  —  a/,;,  -t-  A;;^,  —  nkl  >  A<, 

ce  qui  a  lieu  quand  i  =  'a  <[  2,  pour  n  assez  grand. 

^.   Quel  que  soit  A,  il  suffira  de  prendre 

■!/ 
l  =^  it.  Uni  —  =  I  i)our  /i  =^  y: 

/," 

el  ^i^iij  -:-^ croissant  indéliniment  avec  /t. 
n-/„     ii'h,, 

Nous  obtenons  ainsi  le  corollaire  suivant  : 
Corollaire  I.  —  La  fraction 


r- 


où  X,  et  q  sont  des  entiers  quelconques  et  où  a,,  . . .,  a„,  .  . .  sont  des 
entiei-s  positifs  ou  négatifs  dont  la  valeur  absolue  est  <«^  —  i  et  ^  o, 
n'est  solution  d'aucune  des  équations 

j.  a.jc  a^x-  a„x" 

o  =z  fx  =  a-o  -\ 1 = h ...  H " h  . .  . , 

OÙ  /•  est  entier,  et  où  a,,  ...,  a„  sont  des  entiers  limités  positifs  ou 
négatifs  quand  (?  = ''<  9' [A"'„  et  k'l^'S{n  —  i)I].  Le  premier  membre 
de  cette  équation  est  évidemment  une  fonction  entière. 
De  même  la  fraction 

X  =  X,  +  -^+...+  -^-f-.... 

7V,  qW„ 


n'est  solution  daucune  des  équations 
o  =  fx  =  Uo-h  -~  + 
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fiiiand  ^^,    ^"~   croissent   indéfiniiiienl   avec   /i,   cl  (lue   liin  —  =  i 
[)our  II  =  3c. 

Deuxiènw  cxcinplc.  —  Au  lieu  de  faire  iuleiveuir  le  mode  de 
décroissance  des  coefficients  de  fx,  on  peut  fain^  intervenir  le  mode 
de  croissance  des  exposants. 

Considérons 

(  1 6)  f  ^=  aQ  +  a^  x'^'  -i- . . .  -1-  a„x^«  + . . . , 

où  (7(1,  ....  a„,  ...  sont  des  entiers  croissantsou  non,  j)osilil's  ou  négatifs. 
Supposons  \  <^  I ,  ou,  plus  cxaclement,  X=  -,■>   t'  fini.    (Jn  a 

11  suffira  d'ahord,  d'après  (-),  qu'on  ait 


"Vj/J  ^  277'" 


ce  qui  a  neu  si 


(17)  2|«„^,|<— ^ 

2<J, 


avec 


(.8)  |^,^,|/^\-"— -<^.<, 


7/ 

Cette  dernière  condition  (i  8)  est  vérifiée  quel  que  soit  X  <[  i ,  pour 
/i  et  /  assez  grands,  dès  que 

,    ,,   ,  .  i  rt'jj-,  1  I     ra,,  -  ,  /  a  fini  (lue!  nue  \ 

(i8  bis)  -^    —^-V-         {  ,  ' 

-'-"^  croissant  indéfiniment  avec  /t.   Nous  supposerons   qu'il   en   soit 
ainsi  :  la  série  (.16)  est  alors  convergente  pour  x  <li . 
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Quant  à  la  promièrc  (17)  elle  devient 


47r"i«„.i<(gr' 

Or 

P(  ~ 
t  clanl  Uni.  il  suffit  donc  qu'on  ait 

ou 

'k/'""|«"-.  KC'  +  O^-'- 
(i  +  s)?=y  (,3fini), 
il  sntfiia  ([u'on  ail 


pour  que  (18)  ail  lieu. 
D'autre  part 


Î^'K^' 


M.  ])onr  que  (())  soit  impossible,  il  suffira  tpi'on  ail 


<T 


I  (7'^^ .-'  I         4M  ^'Vi'^.. 
ou 

(  20 )  a  !  ^«'î'/+.-«-4',"„  >  4  M ,  a  >  I . 

ce  qui  a   toujours  lieu  dès  que  '\ii^^  —  ■\'i<s„  croit  indéfiniment  avec  //. 
Tl   suffira   de   iirendre   n  =  /.  ^^   croissant  indéfiniment  avec  //. 
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Uni— =  1  pour  11=^  cl  |a„|£-^^  pour  que  les  conditions  (iH), 

(i8  bis)^  (19)  et  (ao)  soient  vérifiées. 

Vax  effet,  (19)  et  (20)  ont  lieu,  (18  ^/,v)  donne 


condition  qui  est  toujours  vérifiée  pour  u.  =  i  ,  D'où  cette  conclusion  : 
Corollaire  77.  —  La  fraction 

OÙ  q  est  entier,  et  où  a,,  ao,  . . .,  a„,  .  . .  sont  des  entiers  ^  o  et  <  y 
on  valeur  absolue,  n'est  solution  d'aucune  des  équations 

f  =  a„  +  a  I  X'"'  + .  . .  -i-  a„x^'>  -1- . . .  =  o, 

a„,  a,,  ...,  ««,...  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  lorsque—^ 

croit  indéfiniment  avec  ri.  (lue  lira  —  =  i  pour  «  =  se  et  que  |a„|  5 — '-  • 
La  série  y  est  alors  toujours  convergente  pour  x  <^  i. 


in. 

Considérons  maintenant  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
croissantes  ou  décroissantes  de  x 

convergente  dans  le  domaine  où  se  trouve  compris  X,  l'origine  élanl 
un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel  de/",. 

Dans  le  cas  où  l'origine  est  un  pôle,  il  suffit  de  multiplier  par  une 
certaine  puissance  de  x  pour  ramener  ré(jualion  J\  —.  o  à  celle  déjà 
traitée. 
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\oiis  MOUS  conl<Mil(M'onsfloiic  decoiisick'i'L'i"  le  casoi'i  /",  a.i'i  riiriiiiiir 
un  poiel  singulier  essentiel. 

Alors  on  peut  encore  élahlir  pour  i'é(piarKin  /",  —  o  uu  llii''(jri'ni> 
analogue  au  théoième  I. 

Vm  effet,  posons 

(22)  j\  =--  o„  -I-  •!„ ^  4-  r»„  +  s„ , 


(23) 


on  aura 


T  élant  le  dénominateur  commun  à  0„,  0,,  ....  0„,  •/;,,  ...,  y;,,.  Ou 
pourra,  en  effet,  supposer  A,  qui  est  entier,  ^  o;  car  si  H„  ->-  S,,^  =  o. 
Pv„^.,H-  S„^  et  R„+  S„,  +  ,  sont  7^0. 

Prenons  0„^,,  .. .,  r^„^+,,  . . .  assez  petits  poui-  (pie 

\'//J  '  \'// '       y-^qi  pf' 


(^'^)  /'(£)>ITV^ 


Supposons  cpie  X  soil  racine  de  /",  =  o  et  de  ses  a  —  1    première 
dérivées.  On  aura,  si  //  =  '—  —  \ 

et,  j)0ur  //  assez  petit, 

|/-(\)  +  s|<A|/-(X)l, 
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\  étanl  fini, 

I"'  >i-^' W//vr(X)i' 

Quels  que  soienl  cr,,  ...,  try„,  y,,  ...,  /.„,,  pi  el  y^,  on  pourra 
prendre  '}/^,  assez  grand  pour  que  j  /i  '{"  soit  <  le  second  membre.  On 
en  conclu l  : 

Théorème  II.    —   Soit 

(2.)  /,(^-)  =  0o+2'J„^-""  +  27^ 

une  série  ralioiineUe  ayant  un  point  singulier  essentiel  à  l'ori- 
gine (cj,,  . . .,  îô„,  7,,  . .  .,  x„  étant  des  entiers  croissants,  0„,  0,,  . . ., 
0,„  Tj,,  . . .,  ■/]„ ,  .  . .,  des  nombres  rationnels),  la  série  étant  conver- 
gente dans  le  domaine  où  se  trouve  la  quantité 

X  étant  un  nombre  rationnel  ou  non,  exprimé  dans  le  système  de 
numération  de  base  q  {'\)t  étanl  un  entier  positif  croissant,  a^  un 
entier  positif  ou  négatif  <y  en  valeur  absolue);  soit  ^  la  frac- 
tion irréductible  obtenue  en  s' arrêtant  dans  X  au  terme  d'indice  l, 

0,,    ...,    0„,Y],,    ...,    r,„,,    GT,,    ...,GT„.    ■/_,,    ...,-/_„,,   a,,    ...,    7-1,    '^,,    ...;    ']// 

étant  absolument  quelconques,  si  l'on  prend  0„^_,  et  ï)„,^,  assez- 
petits  pour  qu'on  ait 


7/7       '"'-'V/'/..^  ^  2Tv7-^;-. 

ce  o«i!'  est  toujours  possible  (T  étant  te  dénominateur  commun  à  0„, 
ô     ...,  0„,  •/],,.. .,  ■/]„,),  X  «c  pourra  être  racine  de  fx  =  o  ^«e  si 


Pi 


(27)  -^-^     > 


7/1    ^    4Tyr"/'"f''M 
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(a  désignant  l'ordre  de  nndllplicité  de  la  racine  \.  M  un  nmnhre 
fini  cor^'cnahlcmenl  choisi).  Par  suite,  on  peut  toujours  jucndre 
'\>i+t  assez  grand  pour  que  X  ne  soit  pas  racine  de  fx  =  o  <  '  ^. 

On  pcul  trouver  un  corollaire  analogue  au  corollaii-e  1  du  llu-o- 
rème  I. 

Prenons  0„=  -^>  •/]„  =  -^,  /„  divisant  /„^,,  /„  divisanl  /„^,,  a„c\  />„ 

restant  finis  et  ^  6  en  général,  ra„  =  •/„  =  n.  Supposons  encore  que 
l'on  prenne 


(28)  R„  (f^)  +  S„  f  ^-^' )  < 1-^, 

d'après  (sj).  On  a 

\(Ji)         Vu)        \t„^i  /„+.    q,  J^ 


dès  que 
D  désignant  le  maximum  du  rapport      "+'^' 


> 


(')  On  remarquera  que  ce  qui  précède  reste  vrai  quand  0,  =...=  0„  =...^  o, 
pourvu  que  l'on  suppose  m„:=  o  dans  (2.5)  el  (  27  ).  On  arriverait  ainsi  à  des  pro- 
priétés complètement  analogues  à  celles  du  paragraphe  précédent,  soit  en  ce  qui 
concerne  les  coefficients  x,,  soit  en  ce  qui  concerne  les  exposants  y. 

On  remarquera  encore  que  la  série/,  conserve  sa  forme  quand  on  y  change  .î- 

en—-  On  pourra  en  conclure  (jue,  sous  des  conditions  analogues,  y,  =  o  n'admet 

pas  de  solutions  de  la  forme  :rr  :  nous  n'insistons  pas. 

Enfin  on  pourra  supposer  les  0  entiers  et  X  <  i ,  ou  les  t,  entiers  et  X  >  1 .  Les 
raisonnements  à  faire  sont  suffisamment  indiqués  par  ceux  du  corollaire  II  du 
théorème  I  et  ceux  du  §  111. 
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dès  que 

(3o)  A|^y^^^^!5A-<- 

(A  désignant  le  maximum  du  rapport      J'"*"'^'    )• 
Dès  lors  (28)  a  lieu  dès  que 


/ITr/-"///" 


Ceci  pose,  prenons  //,  =  /?,  /„  =/„(');  ou  a 

'Il  Pi 

en  désignant  par  V  la  plus  grande  des  quantités  \,  y  II  suffira  a  for-- 
fiori  qu'on  ait 

I  «„+.,  I  +  I  b,,^, 


<''''y-<u:è^- 


'«..>(l«v,M  I  +  \l>„^^){■2^')"^'^l,>q7"py. 

ou,  en  remarquant  que 


(•)  Si  ,^,,_,  (^/ )  +  ..„_,  (^1  =  0,  'IJ^J  +9,,  (p)    ne  peut  être   nul   que 

■  Cil  /P/\"       fj,.  f<i,\"  .  .  ...  ,  , 

SI  ■ — M—      +  -r-  M-      =0,  ce  nui   est   impossible  pour  n  et   /  assez   srraufls, 

t,:    Vil)  In    \Pl)  111 

puisque  (  —  )     croît  ou  décroît  indéfiniment  avec  //  et  que  i„  =  /„.  On   pourra 
donc  toujours  su-pposer  ici  n  tel  que  A  >  o  dans  (2'i). 
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Cette  condition  remplace  ici  la  condition  (^S).  Si  elle  a  lieu,  il  suf- 
fira, pour  queOi^  ne  soit  pas  racine  de  /",  =  o,  d'après  (27),  qu'on  ait 


/'/ 


a  et  M  étant  finis.  Ici 

I         qi\      '/■'-"' 
il  suffit  (|u"on  ail 


ou,  a  fortiori , 

(  33 )  ',  l„  q^i'^n^y..,'  (  2  X' y-.  M  <  a  !  cf^i^-^ . 

Cette  condition  remplace  ici  la  condition  (27). 
Prenons,  par  exemple, 

l  ^^  Il  =^  cj„  =  y_„,  /„  -=  /-P",  /■  entier. 

(32)  donne 

'■p'- >  (I  «„.,  I  +  I  K..  I)  (2 X')^"-  ' 4'''^"^y"'^'s 

ou 

rP».,-P..ry-^"^„>  4(|  a„„  |  +  j  />„„  i)  (aX')'^"-. 

el  (33) donne 

a  !  ^^•^..  ^.-^  >  .',  /-P..  y  ^'■■•^., (  o.  X'  )"  M , 
ou 

'7"*"--"-"'*"'-^">l^(2X')". 
Il  suffira  de  poser  /•  =  ç''(A,  fini)  et 


'','P„+,-P„'-2«'>„>  a" 


(('  fonction  croissante  de  n  ), 
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c'esl-à-dire 


(34) 


(   'W^i  —  2/r]/„  —  \p„      ^nv, 
où  X|  est  fini. 

Quel  que    soit  X,   il   suffira   de  prendre   lim  ^  =  i    pour  n  =  x, 

'-^^,  i^  croissant  infiniment  avec  n  pour  cjue  (34)  ait  lieu.   Nous 

obtenons  ainsi  ce  corollaire  : 
Corollaire.  —  La  fraction 

X  =  X ,  -t-  -,'-  -1-  . . .  +  -^  -H . . . , 

où  X,  et  ^  sont  des  entiers  et  où  a, ,  ... ,  a„,  . . .  sont  des  entiers  posi- 
tifs ou  négatifs  'Sq  —  i  en  valeur  absolue,  n'est  solution  d'aucune  des 
équations 


f,^^ 


ri'-x" 


cfuand  £i±i,  1!}±1  croissent  indéfiniment  avec  n  et  que  lim  —  =  i  poui' 
^  /(  Jii     II  i{/„  1  P„  i 

«  =^  ao  (a,,  bj,  r  étant  des  entiers  finis  ^  o  en  général,  p„  et  ■ii,,  des 

entiers  ^  o). 

IV. 

Les  idées  qui  précèdent  paraissent  avoir  une  portée  encore  plus 
générale  que  nous  ne  l'avons  indiqué.  D'abord  elles  s'appliquent  aux 

équations  algébriques  :  X  et  :^,  plus  généralement  leurs  puissances 

rationnelles  ou  une  fonction  algébrique  à  coefficients  entiers  de  X 
(Liouville  ne  l'a  indiqué  que  pour  X)  ne  peuvent  être  racines  d'une 
équation  algébrique  quand  (j;^  croît  suffisamment  vite.  Mais  iTy  a  des 
équations  transcendantes,  en  nombre  indéfini,  pour  lesquelles  on  peut 
obtenir  des  résultats  analogues.  On  peut  même  dire  qu'un  tbéorèine 
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analoijue  au  llnjorcmc  I  a  lieu,  clans  un  domaine  donné,  pour  l'équa- 
tion la  plus  générale  /„x  —  o  dont   le  premier  membre  admet  une 
dérivée  cl  a  ses  coefficients  rationnels. 
En  efTct,  si 

/"  =  \  +  //, 

el  si  X  est  racine  d'ordre  a  de  multiplicité  non  rationnelle  de/^X. 


Ov  /.,  i  —  )  est  parfaitement  déterminé  quand  /  est  donné.  Donc  A  a 

une  limite  inférieure,  par  suite  •^/+,  une  limite  supérieure.  11  resterait 
à  classer  les  quantités  X  par  rapport  aux  fonctions  /^.  Kn  considérant 
certaines  catégories  convenablement  cboisies  de  fonctions/o,  on  pourra 
obtenir  des  catégories  correspondantes  de  quantités  X.  Ce  qui  pré- 
cède constitue  une  application  de  cette  idée. 

D'autre  part,  les  méthodes  des  premiers  paragraphes  s'étendent  aux 
racines  imaginaires  des  équations  algébriques  ou  transcendantes, 
résultat  que  Lionville  n'a  indiqué  que  pour  les  équations  algébriques. 

Les  extensions  pour  les  équations  considérées  aux  §  Il  et  III  sont 
immédiates  :  il  suffit  de  remplacer  A  par  A  +  B  /  dans  (  5  )  ;  on  a  encore 


n       Pl\     = 


Bi 


fhl  \        \    1  7/'" 


(5  his) 

Il  suffira  de  prendre 

pour  ([ue  (8)  subsiste;  (g)  subsiste  également,  par  suite  le  théorème  I. 
De  même  pour  le  théorème  II.  Nous  n'insisterons  pas  davantage. 
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Nous  croyons  utile  de  mellrc  en  lumière  une  conséquence  impor- 
tante des  résultats  établis  dans  notre  Note  :  les  nombres  algébriques 
réels  ou  imaginaires  et  ceux  qui  sont  des  solutions  des  équations  con- 
sidérées aux  théorèmes  I  et  II  jouissent  de  cette  propriété  curieuse 
que  le  nombre  des  zéros  de  la  partie  fractionnaire  réelle  ou  imaginaire 
qui  suit  le  //'"""  chiflre  significatif  ^  o  de  cette  partie  est  limité  en 
fonction  de  n,  quelle  que  soit  la  base  du  système  de  numération.  On 
en  conclut  cette  conséquence  : 

//  existe,  et  c'est  là  un  fait  bien  remarquable,  une  infinité  de 
nombres  réels  ou  imaginaires  qui,  quelque  soit  le  système  de  numé- 
ration dans  lequel  on  les  exprime,  n'ont,  après  le  n""""  cjiiffre  signi- 
ficatif :^  o  qu'un  nombre  de  zéros  limité  en  fonction  de  n.  quelque 
soit  n. 

Cette  existence  n'était  pas  évidente  a  priori. 


Des  considérations  de  même  nature  s'appliquent  aux  nombres  X 
représentés  par  un  développement  en  fraction  continue 

{,bis)  X  =  YH — 


Pi 


Désignons  par  —  la  réduite  de  ran"'  /  :  on  a 

Plql^^-Pl^^ql={-iy, 


-^  < 


— 

I  '7/  I     ^  V/'/z+i 

qr^^  =  ^[iqi-^  qi-,- 


Si  Y/  est  suffisamment  grand  par  rapport  à  qi. sera  beaucoup 


'//'//+! 


plus  petit  que  qi.  X  sera  donc  égal  à  —  -h  une  certaine  fraction  très 
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petite  p*r- rapport  à  —  et  sera  alors  un  nombre  analogue  à  ceux  que 

nous  avons  considérés  dans  les  trois  premiers  paragraplies;  il  jouit  des 
mêmes  propriétés. 

On  peut  d'ailleurs  se  dispenser  de  passer  par  l'intermédiaire  de  ces 
paragraphes  et  raisonner  directement  :  on  serait  encore  conduit  à  des 
théorèmes  analogues  aux  théorèmes  I  et  11. 

Par  exemple,  le  théorème  I  subsiste  :  on  pourra  toujours  prendre  y^ 
assez  grand  pour  que  X  ne  soit  pas  racine  dey(\r)  =:  <>. 

Faisons  application  au  premier  exemple  considéré  dans  le  §  Il  : 
(12)  devient 

(iobis)  /„..>  V„'7;'(2X)'-'  |a„,.  |. 

De  plus 


11  suffit  que  (t2  bis)  ait  lieu  ainsi  que 

_  I 

> 


^t„q'/\\   ^   qf'lf^i 


{l'ibis)  qi^^>'\t„q]  ='^, 

M  étant  fini. 

Prenant  1^=11^  t„^r'«^   il  suffira  évidemment  de  poser  (y„=y'!'.. 
pour  que  le  corollaire  I  subsiste. 

On  raisonnerait  de  même  pour  le  théorème  H. 


YI. 

Enfin,  on  peut  étendre  les  considérations  qui  précèdent  à  d'autres 
modes  de  représentation  des  nombres  que  ceux  de  la  forme  (1)  et 
(i  bis). 
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Soient 
(■^5)  ry,,  y.,,  y^,  ... 

une  suilo  d-enliers.  Un  pourra  écrire 

'^  =  x,  +  ^,      |£. !<</., 

X,  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  X  ou  Tentier  inimédiate- 
nienl  supérieur;  puis 

X  =  X,  +  ^+-i^, 
y.       'h'hi 

|a,  I  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  t^  ou  l'entier  immédiate- 
ment supérieur,  et  ayant  le  signe  de  £,  ;  on  aura 


et  £,  pourra  être  pris  <  q.,  en  valeur  absolue  si  les  signes  de  t,  et  a, 
sont  convenables.  Nous  supposerons  cju'il  en  soit  ainsi. 

Jmi  continuant  de  la  sorte,  on  mettra  évidemment  X  sous  la  forme 

(36)  X  =  X.  +  ^ 


-71  'Jl'/i  'h'Jl'ln 

(35)  sera  la  base  du  système  de  numération  généralisé  considéré, 
(36)  la  représentation  du  nombre  dans  ce  système.  En  prenant 

y,  =  y,  =  ..., 

on  retrouve  évidemment  les  systèmes  de  numération  ordinaires. 

Quand  on  se  donne  l'ordre  des  nombres  q^,  y.,,  ...  et  les  signes 
successifs  de  a,,  a^;  •••)  'i  chaque  nombre  X  correspond  un  mode 
unique  de  représentation  sous  la  forme  (36). 
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Il  est  bien  évident,  dès  lors,  si  les  |  a,  |  sont  limités,  que  le  ihéo- 
rèine  I  sTihsislcra  sous  la  seule  condition  de  remplacer  q'^t  par  q^, 
«y,  ■  ■  -qi-  Il  suffira  de  prendre  ql^^  assez  grand  pour  que  X  ne  soit  pas 
racine  de/(x-)  =  o. 

Le  théorème  II  subsistera  évidemment  aussi  el  1  <>ii  iuira  des  corol- 
laires analogues  à  ceux  que  nous  avons  indiqués. 
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